Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 



^(o 



■^^ 




/ 



^ 



•^ 



'^ .-.-■ / ..^' -<' /' 



BULLETIN 



DK LA 



SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE 



DE FRANCE. 



39S1S Paris. - Imprimerie GAUTHIER -VILLARS. quel d«« nraadc-AafnicllM, M. 




r 



BULLETIN 



DE LA 



SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE 



l)K FRANCIi:. 



POMLIK 



PAR LES SECRETAIRES 



TOME TRENTE-CINQUIÈME. - ANNÉE 1907. 



« « 



« t 



9 * 



PAKIS, 

AU SlK<iE DE LA SUCIËTÉ 



A LA SORBONNB. 



1907 






« • » » ' > " 



* w I. * 



119393 




ÉTAT 

DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 

AU COMMENCEMENT DE L'ANNÉE 1907 (*). 



Membreii honoraires tlii Burenii. . . 



MM. APPELL. 
DARBOUX. 
GUYOU. 

HATON DE LA GOUPILLIÈRE. 
HUMBERT. 
JORDAN. 

MITTAG-LEFFLRR. 
PICARD. 
POINCARÉ. 
VOLTERRA. 
ZEUTHEN. 



Prétideiit MM. BLUTEL. 

i BIOCHE. 

Vie«HPré»iaeiiU \ ?iî'9A^^' 

) LÉVY (L.). 

( PERRIN(R.). 

c .. , ^ RAPFY. 

^•"'****'-*'* 1 SERVANT. 

«. c ^. , \ ESTANAVE. 

Vice-Secretairet j FATOII 

Archiviste FOUCHÉ. 

Trésorier CLAUDE-LAFONTAINK. 

ROREL, 1909. 

BOURLET, 1908. 

CARVALLO, 1908. 

FONTENÉ, 1908. 

GRÉVY, 1910. 

^ . . « .,,., HADAMARD, 1910. 

Men.bres du Co..«».l (• ) ^ KOENIGS, 1910. 

LAISANT, 1909. 
LECORNU, 1910. 
MAILLET, 1908. 
MAROTTE, 1909. 
D'OCAGNE, 1909. 



(*) MM. les Membres de la Société sont instamment priés d'adresser au Secrétariat' 
les rectifications qu'il y aurait lieu de faire à cette liste. 

(*) La date qui suit le nom d'un membre du Conseil indique l'année au com- 
mencement de laquelle expire le mandat de ce membre. 
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1872. ACHARD, ancien direclour de la Compagnie d'aMiirances sur la vie la Foncière^ 
rue de la Terrasse, 6 bi»f à Paris (17*). 

1900. A€KERMAI«1«-TEDB:VBR, éditeur, à Leipzig ( Allemagne). S. P. ( ' ). 

1900. ADOÉIAR (Ticomte Robert d'), professeur suppléant à la Faculté libre des Sciences, 
place de Genevières, i4i à Lille (Nord). 

1896. ANDOYBR, professeur à la Fxlculté des Sciences, rue du Tal-de-Grâce, i, à Paris ( 5*). 

1894. ANDRADB, professeur à la Faculté des Sciences, rue de la Mouillière, i, à Besançon. 

1872. ANDRÉ (Désiré), docteur es sciences, rue Bonaparte, 70 bisf à Paris (6*). 

1879. AffELL, membre de l'Institut, doyen delà Faculté des Sciences et professeur à l'École 
Centrale des Arts et Manufactures, rue Bonaparte, 17, à Paris (6*). 

1900. ADRIC, ingénieur en chef des ponts et chaussées, rue Picrre-CorneilIe, 38, à Lyon. 

1882. ADTONNE, ingénieur en chef des ponts et chaussées, à Chftteauroui (Indre). 

1900. B4IRE, professeur à la Faculté des Sciences de Dijon. 

1896. BAKER, professeur à TUniTersilé de Toronto (Canada). 

1894. BALITRAND, ingénieur, à Métiaoui (Tunisie). 

1905. BARRE, capitaine du génie, à Verdun (Meuse). 

1906. BARTHBLS, professeur de mathématiques, Weissenburgerstrasse, 62, à Aschaflenhurg 

(Barière). 

1889. BEfiUIN, ancien élève de l'École Polytechnique, avenue Duquesne, 11, à Paris (7*). 

1875. BKRDBIiLB, ancien garde général des forêts, à Rioz (Haute-Saône). S. P. 

1904. BERiXSTEIN, docteur es sciences, rue Pouchkinskaia, 10, à Saint-Pétersbourg (Russie). 

1891. BERTRAND DE PONTVIHLANT, prore>seur à l'École Centrale des Arts et Manufactures, 
rue d'Erlan(;er, 39, à Paris (16*). S. P. 

1888. BIOCHE, professeur au lycée Louis-le-Grand, rue Notre-Dame-des-Champs, 56, k 

Paris (6*). S. P. 
1900. BLUMENTHAL (Otto), jirofesscMir h l'École technique supérieure, ROtscherstrasse, 87, à 

Aix-la-Chapelle ( Allcma[;nc). 

1891. RliUTBL, professeur au lycée Saint-Louis, chargé de conférences à la Faculté des 

Sciences, rue Denfert-Rochereau, iio, à Paris (i^*)* 

1902. BOBERIL (vicomte Hoger du), rue d'Orléans, 3o, à Rennes. S. P. 

1892. BONAPARTE (prince Rolnnd), avenue d'Iéna, 10, a Puri& (i6«). 

1895. BOREL, professeur-adjoint à la Faculté des Sciences, boulevard Arago, a, à Paris. S. P. 

1896. BOILANCER, professeur-adjoint à la Faculté des Sciences, rue Caumartln, 78, à Lille. 

1896. BOURGBT (Henry), profi'sseur adjoint h la Faculté des Sciences, rue Saint-Jucques, 
ao, à l'oulouse. 

1896. BOURIjET, professeur au Conservatoire des Arts et Métiers et à l'École des Beaux-Arts, 

avenue de l'Observatoire, aa, à Paris (i4*). S. P. 

1903. BOUnN, rue La Vicu ville, a6, à Paris (i8«). 

1904. BOOTROUX (P.), maître de conférences à la Faculté des Sciences, chemin de la 

Gaillarde, à Montpellier. 

1900. BREITLINfi, proviseur du lycée Saint-Louis, boulevard Suint-Michel, 44, à Paris (6«). 

1897. BBIGIRD, ingénieur des manufactures de l'État, répétiteur à TÉcole Polytechnique, 

boulevard Kaspail, 396, à Paris (i4*). 

1873. BROCARD, liruteuant-colonel du génie territorial, rue des Ducs de Bar, 75, à Bar- 

le-Duc S. P. 

1901. BURL (Adolphe), maître de conférences à la Faculté des Sciences, rue de Ville- 

franche, 6, à Montpellier. 

1893. BURKHARDT, professeur à l'Université, Kreuzplatx, i, à Zurich (Suisre). 



(') Les initiales S. P. indiquent les Sociétaires perpétuels. 
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1894. CAHEN, professeur au collège Rollin, rue Cortambert, f\6, à Paris (i6*). 

1893. GALDAREBA, professeur à TU ni vers! té, palazzo Giampaolo, via délia Libéria, à Paiermô. 
1888. CANET (Gustave), ingénieur civil, directeur de Tartillerie de MM. Schneider et C**, 

avenue Henri-Martin, 87, à Paris (i6*). S. P. 
1885. CAION, professeur de jéoinétrie descriptive, rue Claude-Kernard, 71, à Paris (S*). 
1892. GARONNKT, docteur es sciences mathématiques, rue Oeraours, 6a bis, à Paris (17*). 
1896. CARTAN, chargé de cours à la Faculté des Sciences, rue du faubourg Saint-Jean; ^6, 

à Nancy. 
1887. GARVALLO, docteur es sciences, examinateur des élévos à l'École Polytechnique, 

rue Clovis, i, à Paris (5* ). S. P. 
1890. GERBRCRBUTZ (baronne Nanny), Unions^atan, 4, à Helsingfors (Finlande). 
1892. GELLKRIBR (Gustave), cours de Rive, 12, à Genève (Suisse). 

1887. GERRUTI, professeur à l'Université, piazza S. Pietro in vincoli, 5, à Rome (Italie). 

1888. GHAILAN (Edouard), rue Rerthollet, 16, à Paris (5«). 

1896. CIARYE, doyen de la Faculté des Sciences, cours Pierre-Puget, 60, à Marseille. 

1884. GBRYSTAL, professeur à l'Université, à Edimbourg (Ecosse). 

1901. GLAIRIiW, docteur es sciences, maître de conférences à la Faculté des Sciences, rue 

Jacquemars-Giélée, 67 biSf à Lille. 
1875. GLAUUK-LAPttNTAiNB, banquier, rue de Trévise, 33, à Paris (9*). S. P. 
1890. COLOT, villa Sully, à Arcachon (Gironde). 

1898. COXIBBIAG, capitaine du génie, docteur es sciences, rue Coulon, 9, à Bourges. 
1900. COITE (Firmin), ingénieur des ponts et chaussées, à Commercy (Meuse). 

1896. GOSSERAT (E.), professeur à la Faculté des Sciences, rue de Melx, i, à Toulouse. 

1896. GOSSERAT (F.), ingénieur en chef des ponts et chaussées, rue d'Alsace, a3, à Paris (10*). 

1900. GOTTON (Emile), professeur à l'Université de Grenoble. S. F. 

1904. GDRTI8S, Sherman avenue, 1989, à Rvansion (Illinois, États-Unis). 

1872. DARROUX, secrétaire perpétuel de l'Académie des Sciences, doyen honoraire de la 
Faculté des Sciences, rue Guy-LusNac, 36, à Paris (5*). 

1885. DAIITHSVILLE, doyen de la Faculté des Sciences, cours Gambetta, 27, à Montpellier. 

1901. DKLASSIS, professeur à la Faculté des Sciences, chemin de Chastre-Monjoux, à 

Besançon. 

1905. DE.\JOY, agrégé de mathématiques, rond>point Bugeaud, 5, à Paris (iC**). 

1895. DBLAllVAY (N.), professeur à l'Institut Empereur Alexandre II, àKielT (Russie). 

1899. RELBMSR, ingénieur des ponts et chaussées, place Simon-Vollant, 10, à Lille. 

1885. DBHARTRKS, doyen de la Faculté des Sciences, avenue Saint-Maur, à la Madelolno- 

lès-LilIe (Nord). 
1892. DEIIOl]LIIII(Alph.), professeur à l'Université, rue Joseph-Plateau 10, à Gaud(Belgiqiie). 
1883. DERUYTS, professeur à l'Université, rue des Augustins, 3.S, à Liège (Belgique). 
1894. DBSAINT, docteur es sciences, boulevard Gouvion-Saint-Cyr, 47* À Paris (17*). 

1900. RIGKSTKitV, Marszatkowska, 117, à Varsovie. 

1902. DIE6DKZ (D.-F.), professeur de mathématiques à l'École provinciale des Arts et 

Industries, calle del Orznn, 4'~3'*, à La Corogne (Espagne). 
1899. RRAGII, professeur à la Faculté des Sciences, rue des Carmélites, 68, à Poitiers. 

1896. DUIAS (G.), docteur de l'Université de Paris, privat-docent à l'École Polytechnique 

fédérale, à Zurich (Suisse). 

1897. RIMONT, professeur au lycée, avenue Bouvard, 6, à Annecy (Haute-Savoie). 

1886. DIINGAN, Consulting Engineer, Empire Building, Broadway, 71, New-Y'ork City. 

1897. RDRAN-LORHiA (commandant), plaza de Maria Pila, ao, à la Corogne (Espagne). 
1885. RYCK (Walther), Technische Hochschule, à Munich (Bavière). 
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1902. ECOKOPr (Dimitri), professeur à l'IJuiTersUé, Moltchanovka, maison Fryndisse, à 

Moscou (Russie). 

1903. ESPANKT, ingénieur civil, rue Berthollet, 2, à Paris (5*). 

1900. ISTAN4VE, docteur es sciences, à la Sorbonne, à Paris (5*). 

1896. KUVKRTK, ancien éléye de l'École Polytechnique, ancien capitaine d'artillerie, rue 
du Pré-aux-Clercs, à Paris (7*). 

1888. PABRY, professeur à la Faculté des Sciences, 17, rue Chaptal, à Montpellier. 
1906. PAKACfil, licencié es sciences, rue Sadi-Carnot, 11 bis, Mustapha- Alger. 

1904. PATOI), docteur es sciences, astronome-adjoint à TObserratoire, boulerard du Mont- 

parnasse, 17^2, à Paris (i4*)> 

1891 . PAUQVKiBIRCDB, professeur au lycée, à Mont-de-Marsan. 

1892. PKHR (Henri), professeur à l'UniTersité, rue Ph.-Plantamour, 19, & Genève (Suisse ). 
1885. PIELDS (J.)» professeur à TUniTcrsité, Toronto (Ontario, Canada ). 

1881. KLO^UKT, doyen de la Faculté des Sciences, rue de la Commanderie, ai, à Nancy. 

1872. PI'YK SAINTE-XARIR, chef d'escadron d'artillerie en retraite, ancien répétiteur à l'École 
Polytechnique, place Royer-Collard, à Vitry-le-François (Marne). 

1896. PONTANSAI), ancien officier de marine, cours Rugeaud, 8, à Limoges. 

1897. POHENÉ, inspecteur de rAcadémie de Paris, rue Le 600*, 7, à Paris (5«). 
1903. FORD ( Walter R.), Forest avenue, 617, à Ann Arbor (Michigan, États-Unis). 

1889. POICHÉ, répétiteur à l'École Polytechnique, rue Soufffot, 5, à Paris (5*). 

1905. POUËr (l'abbé), professeur à l'Institut catholique, rue Férou, 11, à Paris (6*). 
1872. FODRET, répétiteur & l'École Polytechnique, avenue Carnot,4, à Paris (17*). S. P. 
1903. PRAISSÉ, professeur au lycée, à Lille. 

1892. PROIiOV (le général), avenue des Vollandes, 3, à Genève (Suisse). 

1903. PUETBR, Seevogelstrasse, 7, à Bàle (Suisse). 

1900. €ALRSANO (Z.-S. de), professeur à l'Universiié, corso 99, 3, à Saragosse (Espagne). 

1906. €AR6AM DE M9NGETZ, licencié es sciences, square de Latour-Maubourg, 8, à Paris (7*). 

1872. CIARISL, inspecteur général des ponts et chaussées, professeur à la Faculté de Méde- 
cine, rue Édouard-Detaille, 6, à Paris (17*). 

1896. CAOTIIIBR-VILLARS, ancien élève de l'École Polytechnique, éditeur, quai des Grands- 

Augustins, 55, à Paris (6*). 

1890. 6EBBIA, professeur libre à l'Université, à Paierme (Italie). 

1872. 6E1VTY, ingénieur en chef des ponts et chaussées, avenue Rapp, 30, à Paris (7*). 

1906. CÉRARDIX, quai Claude-lc-Lorrain, 33, à Nancy. 

1890. CERDALDI, professeur à l'Université, via XX Settembre, 66, à Paierme (Italie). 

1897. GERRANS, prol'csseur à Worcester Collège, Saint-John street, 30, à Oiford (Grande- 

Rretagne). 

1896. URARDVILLE, capitaine d'artillerie, rue Michelet, 6, à Montreuil-sous-Bois (Seine). 

1903. 60DEY« ancien éhSve de l'École Polytechnique, rue du Rois-de-Roulogne, 7, à 
Paris (i6«). 

1881. COURSAT, professeur à la Faculté des Sciences, répétiteur à l'École Polytechnique, 
rue Denfert-Rochereau, 39, à Paris (5*). 

1896. CRBENHILL, professeur à l'École d'arUllerie, à Woolwich (Grande-Bretagne). 

1896. 6RBVY, professeur au lycée Saint-Louis, rue Claude-Bernard, 71, à Paris (5*). 

1899. fiOADKT, ancien élève de l'École Polytechnique, boulevard Saint-Germain, 3'|0 5it, à 
Paris (7«) 
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1880. fiUGCIA (Jean), proressciirà rUiiivcrsité, via [lii(;(;icro Settiino, 3o,à Pulermo (Italio). 
1906. CCIRBY, professeur au collèfie Stanislas, boulevard do Porl-Royal, 85, à Paris (i.'i*)- 

1900. CI'tClURD, professeur h rUiiiversilé de CIcrmont-Fcrrand. 

1881. CliiXTUER (D' Sigismond), professeur à l'École Polytccliiiique, h Munich (linviêre). 

1885. fiUYOlI, membre de Tlustitut, capitaine de fré(;ale, rue Margucrin, /|, ii Paris ( i4*)< 

1873. HAAS, ingénieur en chef des ponU elcliaussécs, professeur h l'École Polyteclinîquc. 
rue Chardin, ii bis^ ù Paris (i6*). 

1882. HABICII, directeur de TÉcoIe des hi(|énieurs, h f.ima (Pérou). 

1896. HADANARD, professeur adjoint h In Faculté des Sciences, professeur suppléant .m 
Collège de France, rue Humboldt, 'j5, à Paris (i4*)' S. P. 

1904. HALBERSTADT, ingénieur des Arts et Manufacturer, rue des Écoles, 4 fer, à Paris 

(5-). 

1894. UALSTEO, professeur au Kenyon Collège, à Gambier (Ohio, Éta's-Unis). S. P. 

1901. HA!\XOCK ( Harris), professeur h l'Université de Cincinnati, Auburn Hôtel (Oiii<>, 

États-Lnis). 

1900. IIARDEL, villa italienne, à Dieppedalle-Croisset (Seine-Inférieure). 

1872. HATOi^ DK LA COUPILUÈRK, membre de l'Institut, inspecteur général des mines. dir.r> 
teur honoraire de l'École des mines, rue de Vaiigirard, 56, à Paris (6*). S. P. 

1905. HEDRICK, professeur h l'Université, South Ninth Street, 3o-i, à Columbia (Missouri, 

États-Unis). 

1892. HERMAKN, libraire-éditeur, rue de la Sorbonne, 8, à Paris (5*). 

1893. iliOVX, professeur en retraite, rue des Fossés-Suint- Jacques, i6, ii Paris (5*). 

1879. HOLST(EI]ing), professeur à l'École Polytechnique,à Hôvik.'près Christiania (Norvège). 

1895. nOTT (S.), professeur à l'École S^'-Oeneviève, rue Bausset, 4, à Paris (i5«). S. P. 

1880. nUlBERT, membre de l'Institut, ingénieur en chef des mines, professeur à l'Écoh* 

Polytechnique, rue Daubigny, (i, ù Paris (17*). 

1881. iXBEB, directeur des études à l'École Centrale, place Voltaire, 3, à Paris (n*). 
1903. ISSALY (i'abbé), rue Poquelin-Moliérc, 9, h Bordeaux. 

1896. JACQIBf (E. ), professeur au Prytanée militaire, rue Couchot, 8, à la Flèche. 

1898. JAliXKR ( D' K.)» professeur à l'Académie des Mines, Ludwigskirchstrasse, 6, à Berlin 
W» (Allemagne). 

1898. JARRY (N.), ingénieur civil, avenue du Bel-Air, 7, h Paris (i3*). 

1872. JAYARY, chef de bataillon du génie on retraite, chef des travaux graphiques à l'École 
Polytechnique, rue du Cardinal- l.einoine, i, h Paris (5*). 

1903. JEXSEjV ( J.-L.-W.-V.), ingénieur en chet des Téléphones, 01. Kougevej, 80, à Copen- 
hague, V (Danemark). 

1872. JORDAIV, membre de l'institut, professeur à l'École Polytechnique et au Collège de 

France, rue de Vurenne, 48, a Paris (7';. S. P. 

1875. JOKC, |trufessrur à l'Institut technique supérieur, via F'alebenefratelli, 19, à Milan 
(Italie). 

1892. KOCO ( H. vo?i), professeur ii l'École Polytechnique, à Djurshoim-Stockholm (Suède). 

1880. KCiVlCS, professeur à la Faculté des Sciences, répétiteur à l'École Polytechnique, 
boulevard Arago, loi, a Paris (ij"). 

1897. LACAUCIIIE, ingénieur civil, chef du lal)oratoirc do la Compagnie générale des Omni- 

bus, rue de Douai, 48* à Paris ( if), 

1873. LAISANT, docteur es sciences, répétiteur et examinateur à l'École Polytechnique, 

avenue Victor-Hugo, 162, a Paris (i6"). 
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190G. LALESCO, licencié es scicncos, rue Mi dqc, 14, à Poris (5*). 

1893. LAKCKLIN, astronome adjoint à TObservatoire, ru» Rois^onnade, 3, à Paris (i4*)* 

1899. LANDAU (Edmond), professeur à l'Université de Berlin, Hardenbcrgstrasse, i3, à 

Gharlollenburg (Allemagne). 

1896. LADCEL, ancien attaché d'ambassade, Tilla Ensoleillée, h Reaulieu-sur-Mer (Alpes- 
Maritimes). 

1873. LAUTH, manufacturier, à Tliann (Alsace). 

1896. LEAU, professeur au lycée Michelet, rue Vavin, 6, à Paris (6*). 

1880. I.KAUT8, membre de riuslitnt, boulevard de Courcelles, 18, à Paris (17'). S. P. 

1896. LEBEL, professeur au lycée, avenue Bouisson-Rerirand, 38, à Montpellier. 

1902. LEBES61B, docteur es sciences, chargé de cours à la Facullé des Sci«*nces, rue des 

Quatre-Roues, 1, à Poitiers. 

1903. LEBEIIK, directeur de Tobservatoirc de Besançon. 

1893. LBGOEKD, ingénieur en chef des mines, professeur à l'École Polytechnique, rue Gay- 
Lussac, 3, à Paris (5*). 

1895. LÉMERAY, licencié es sciences, ingénieur civil du génie maritime, boulevard de 
l'Océan, 5i, à Saiiit-Nazairc (hoirc-lnférieure). 

1872. LBMOIKB( Emile), ancien élève de l'École Polytechnique, villa Kérahu, aux Bordes, par 
Montereau (Seine-et-Marne). 

1904. LEMOYKE (T.), me Ernest-Renan, ai, à Paris ( t5*). 

1879. LE PAlfiE, professeur ii l'Université, à l'observatoire de Cointe, ii Liège (Belgique). 

1895. LE ROUX, professeur à la Faculté des Sciences, rue do Chàteaudun, 17, à Rennes. 

1898. LE ROY, docteur es sciences, boulevard Raspail, 117, à Paris (6*). 

1891. LERY, agent voyer d'arrondissement, a Pontoise (Seine-et-Olso). 

1900. LEYI CIVITA (T.), professeur à l'Université, via Altinate, 14, h Padoue (lUlie). 

1882. LBVY (Lucien), répétiteur et examinateur d'admission & l'École Polytechnique, 
rue du Regard, 13, à Paris (6*). 

1872. LBVY (Maurice), membre de l'Institut, inspecteur général des ponts et chaussées, 
professeur au Collège de Fraude, avenue du Trocadéro, i5, à Paris (16*). 

1875. LEZ (Henri), à Lorrez-le-Rocage (Seine-et-Marne). 

1898. LIXOELOP (Ernst), professeur à l'Université, Sandvikskajan, i5, à Helsingfors (Fin- 
lande). 

1877. LINREiANN, professeur à l'Université, Franz-Josephstraste, i3, à Munich (Bavière). 

1886. LiOUVILLE, ingénieur des poudres, examinateur des élèves à l'École Polytechnique, 
quai Henri-lV, la, h Paris (4*). 

1900. LOVETT (E.-O), professeur à l'Université de Princeton (New-Jersey, États-Unis). 

1888. LUCAS ( Félix), ingénieur en chef des ponts et chaussées en retraite, rue Boissière, 
3o, à Paris (16*). 

1902. LUCAS-CIRARDVILLE, ingénieur à la Manufacture des Tabacs, rue de Charenton, 319, 
à Paris (la*). 

1902. LUCAS RB PESLOUAX, ancien élèvede l'École Polytechnique, avenue Rapp, 4i, à Paris. 

1882. HACB RE LEPINAY, professenr de mathématiques spéciales au lycée Henri iV, rue 
Claude-Bernard, 79, à Paris (5*). 

1895. MAILLET, ingénieur des ponts et chaussées, répétiteur à l'École Polytechnique, rue 
de Pontenay, 11, à Bourg-I a-Reine (Seine). S. P* 

1905. lALUSKl, professeur au lycée Hoche, rue Gabriel, la, à Versailles. 
1905. lAXTELL (M"* L.), rue Du tôt, 3o, à Paris (i5*). 
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1906. lARCOS, licencié es sciences, rue Thénard, (j, à Paris (5*). 

1904. IAKOTTE, professeur au lycée Cbarlenia(*ne, rue de Renilly, 35 bisy \\ Paris (is*). 

1884. MARTIN (Artemas), i535, Colorobia Street IV. W.. à Washiii(rton 0. C. (Étals-Unis). 

1889. MARTIN (Emile), ancien élève de l'École Polytechnique, proTusseur de mathéma- 
tiques, rue des Fossés-Saint-Jacques, as, à Paris (5*). 

1901. MASSAD (J.), professeur à l'Université, avenue des Arts, 4^» ^ Gaud (Be1(][ique). 

1894. MAOPIN, professeur au lycée, rue de l'é^rlise S^-Ausone, 33, à Angoulèmc (Charente). 

1897. MIIHKI, professeur à l'École technique supérieure, Lowcustrasse, à Stuttgart- 
Dégerloch (Wurtemberg). 

1889. MINRIZA8AL TANROREL (de), membre de la Société de Géographie de Mexico, callc 
de Jésus, i3, à Mexico (Mexique). S. P. 

1884. MKRCBREAI), licencié es sciences, rue de l'Université, iqS, à ParÎH (7*). S. P. 

1902. NIRLIN, docteur en sciences, rue de la Poste, aa, à Uccle (Belgique). 
1902. MES.\Y (K.), professeur d'hydrographie à Saint-Ttopez (Var). 

1904. METZLER, professeur ù l'Université, à Syracuse (État de New- York). 

1893. MICHEL (François), chef de parcours de la Compagnie des chemins de fer du Nord, 
faubourg Saint-Denis, aïo, à Paris (10*). 

1873. MITTAC-LBrrLER.professeuriil'Université, à Stockholm (Suéde). 

1904. MIWA, professeur k l'Université de Kyoto (Japon). 

1902. M#LK ( J.), professeur à la Faculté des Sciences, rue d'Alliance, 8, à Nancy. 

1897. MOXTCnEljlL (l'abbé dk), docteur es sciences, rue du Languedoc, 9, à Toulouse. 

1898. HONTESSIIS DE BALLORE (vicomte Robert de), professeur à la Faculté libre des 

Sciences, boulevard de la Liberté, lai, à Lille (Nord). 

1903. MVLLER (J.-O.), Nikolausbergerweg, 49> À Gôttingen (Allemagne). 

1885. NECRBRfi, professeur à l'Université, rue Sclessin, 6, k Liège (Belgique). 

1897. N1C0LLIBR, professeur, k'Montreux (Suisse). 

1903. NIRL8 NIELSEN, inspecteur général de l'enseignement secondaire, Norrcbrogade, 67, a 
Copenhague (Danemark). 

1900. NIEWEN6L0WSKI, docteur es sciences, inspecteur général de l'Instruction publique. 

rue de l'Arbalète, 35, à Paris ( 5* ). 

1882. OCACNE (M. d'), professeur k TÉcole des Ponts et Chaussées, répétiteur k l'École 
Polytechnique, rue La Boétie, 3o, k Paris (8*). S. P. 

1905. ODIYET, professeur au lycée, k Dijon. 

1873. OVIRIO (Enrico d'), professeur à l'Université, Corso-Oporto, 3o, k Turin (Italie). 

1901. PADÉ (H.), professeur h TUniversité, rue de Turenne, 89, k Bordeaux. 

1893. PAINLEVB, membre de l'Institut, professeur à la Faculté des Sciences et k l'École 
Polytechnique, rue d'Assas, 33, a Paris (6*). 

1888. PAPELIBR (Georges), professeur de mathématiques spéciales au lycée, rue de Re- 
eouvrance, 90, k Orléans ( Loiret). 

1884. PARAP, professeur-adjoint à la Faculté des Sciences de Toulouse. 

1881. PBLLET, doyen de la Faculté des Sciences, rue Pascal, 3o, k Clermont-Ferrnnd. 

1874. PBRCIN, général de division, rue de la Faisanderie, 116, k Paris (16*). 

1881. PRROTT (Joseph), Université Clark, k Worcester (Massachusetts, États-Unis). S. P. 

1873. PERRIN (R. ), inspecteur général des mines, rue de Grenelle, 80, à Paris (7*). S. P. 

1892. PERRIN (Élie), professeur de mathématiques, rue Tarbé, 3, à Paris (17*). 

1896. PETROVITCB, professeur k l'Université, Kossanlch-Venac, a6, à Belgrade (Serbie). 



— Xfl — 

Date 

lie 

•(JmUtion. 

1902. PETROVITCII (S.), capitaine d'artillerie de la [ranlc, professeur adjoint h l'Académie 
d'artillerie Michel, Sabalkansky prospect 17 \oq. i5 à S«int-Pét«>r«l>ni|ps. 

1887. PKZZO (dki.)) professeur à l'Université, piazza San Marcellino, 2, à Naplest (Italie). 

1905. PFEIFFER, raatlrc de conférences à rUniversitê, Tarassovskaïa, ao, à Kiew (Russie). 

1006. PHILIPPE (Léon), inspecteur général des Ponts et Chaussées, rue de Turin, 2.3 ùis, 
à Paris (8«). 

1879. PICARD (Emile), membre de l'Institut, professeur à la Faculté des Sciences et à 
riCcole Centrale des Arts e( Manufactures, rue Bara, 4» û Paris (6*). 

1872. PICQUET, chef de hâtai lion du nénic, examinateur des élèves h l'Ecole Polylech> 
nique, rue Monsieur-le-Prince, 4i à Paris (6*). 

1899. PIERPONT (James), professeur à l'Université Vale, MannOeld street, ^2, à New Haten 
(Conneciicut, États-Unis). 

1882. POI\XARE, memhre de rinslilut et du Bureau des Longitudes, professeur ii la 
Faculté des Sciences, rue Claude-Bernard, 63, à Paris (3*). S. P. 

tS94. POTROX, docteur es sciences, rue du Val-de*Gr&ce, 11, à Paris (5*). 

1872. POMGNAC (prince C. ok), à Radmannsdorf (Carniole, Autriche). S. P. 

1906. POPOVICI, licencié es sciences, rue Mongc, 39, à Paris (5*). 

1899. PRIXGSIIEIX, professeur à l'Université, Arcisstrasse, 13, à Munich (Bavière). 

1896. PRUVOST, inspecteur général honoraire de l'Instruction publique, 11, rue de la 
Tour, à Paris (iG*). 

1902. PUX (Victor), ancien élève de l'Ecole Polytechnique, professeur de mathématiques, 

rue Madame, 54, à Paris (6*). 

1896. QIIQUKT, actuaire de la Compagnie /a Nnùonale, boulevard Saiut-Germain, 93, à 

Paris(5*). 

1898. RABOT, ingénieur en chef des ponts et chaussées, rue Ouple^sis, 77, à Versailles. 

i883. RAFFY, professeur à la Faculté des Sciences, rue Pieire-Micole, 7, à Paris (5*). S. P- 

1903. REMOINUOS, professeur de mathématiques, rue Soultani, 17, à Athènes (Grèce). 
1906. REVY, élèYe-ingénicur des mines, boulevard Arago, ii3, à Paris (i4*)* 

1900. RENARD, avenue Victor-Hugo, 163, à Paris (16*). 

1903. RiCBARD, professeur au lycée, place du Rosoir, 1, à Dijon. 

1893. RlYEREAU (l'abbé), professeur à l'Institut catholique, à Angers (Maine-et-Loire). 

1903. ROCHE, agrégé de l'Université, rue d'Assas, 76, à Paris (6*). 

1872. ROUART, ingénieur civil, rue de Lisbonne, 34, à Paris (8*). 

1872. ROVCnÉ, membre de l'Institut, boulevard S'-Germain, 3i3, à Paris (7*)- 

1896. ROUfilER, docteur es sciences, rue Sylvabelle, 84, ii Marseille. 

1885. ROVQllET (V.), professeur honoraire de mathématiques spéciales, h Belpech (Aude). 
1906. ROISIERS, professeur au collège Stanislas, boulevard Raspail, 206, à Paris (14" )• 

1900. SALTYKOW, professeur h TUnivorsité, à Kharkow (Russie). S. P. 

1q72. SARTIAUX, ingénieur en chef des ponts et chaussées, chef de l'exploitation ii la Com- 
pagnie du chemin de fer du Nord, à Paris. 

1885. SAIYACE, professeur à la Faculté des Sciences de Marseille. 

1897. SCHOO (Erik), Gl. Antvorskov, à Slagelse (Danemark). 

1881. SCOODTE, professeur à l'Université, à Groningue (Hollande). 

1901. SEE (Thomas-J.-J.), Observatory Mare Island (Californie). 

1896. SEGl'IER (J.-A. de), docteur es sciences, rue des Saints-Pères, 56, à Paris (7*). 

# 

1882. SKLIVANOFF (Démétrius), professeur à l'Université, Fontanka, 116, log. 16, h Saint- 

Petersb«iurg (Russie). S. P. 
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1900. SUVART, doctour èi sciences, rue des Saints- Pèreti, 8, à Paris (7*). 

1900. SPAiIRE (comte Magnus db), avenue de l'Archevêché, 7, à Lyon. S. P. 
1879. STBPHANOS (D' Cyparissos), professeur à l'Université, à Athènes (Grèce). 

1901. STKTSOX (Orlando), à Franklin (Massachusetts, États-Unis). 

1898. STORNEil (Cari), professeur à l'Université, Daves^jade, i4> à Christiania (Norvège). 

1903. SDGHAR, docteur es sciences, rue Saint-Lasare, 43, à Paris (8*). 

1904. SODRIA, professeur à l'École pratique d'électricité industrielle, rue Ernest-Renan, a8, 

à Paris (i5*). 

1904. SDNDHAN, maître de conférences à l'Université, Skepparebvinken, a, à Helsingfors 
(Finlande). 

1872. STLOW, professeur à l'Université, à FrederikshalU (Norvège). S. P. 

1896. TA1I1VBNBER6 (de), docteur et sciences, rue d'Assas, 118, à Paris (6*). 

1875. TANNIRT, professeur à la Faculté des Sciences, sous-directeur de l'École Normale 
supérieure, rue d'Ulm, 45, à Paris (5*). 

1882. TARRY (Gaston), boulevard Pereire, 177, à Paris (17*). S. P. 

1899. THYBAUT, professeur au lycée Saint-Louis, boulevard St-Germain, 11, à Paris (5*). 

1873. TISSOT, ancien examinateur d'admission à l'Ecole Polytechnique, ii Voreppe (Isère). 
1896. TISSOT, enseigne de vaisseau, professeur au liordti^ à Brest (Finistère). 

1896. TORRES, membre de l'Académie des Sciences, Valgame Dios, 3, à Madrid (Espagne). 

1893. TOUCHE, lieutenanl-colonel d'arlillerie territoriale, rue TruflTault, 33, à Paris (17*)* 

1872. TRESCA, ingénieur en chef des ponts et chaussées eu retraite, rue du général 
Henrion-lierthier, 7, à Neuill y-sur-Seine ( Seine). 

1896. TRESSE, professeur au lycée Saint-Louis, rue Mizon, 6, à Paris (i4*)' 

1893. VALLÉK-POIISSIN (Gh.-J. dr la), professeur ii l'Université, rue Léopold, 38, à Lou- 
vain (Belgique). 

1904. YANDEOREN, professeur à l'École militaire, avenue Macan, 16, à Bruxelles. 

1905. VAN VLECK, professeur de Mathématiques. University of Wisconsin, à Maddison 

(Wisconsin, Etats-Unis). 

1897. YA8SILAS-VITAUS (J), professeur à l'Ecole militaire supérieure, rue Socrate, 11 A, 

il Athènes (Grècn). 

1898. VASSILIEP, président de la Société physico- mathématique, à Kasan (Russie). 
1901. VESSIOT, professeur à la Faculté des Sciences, quai des Brotteaux, 4» ii Lyon. 
1888. VOLTERRA ( Vito), professeur à l'Université, via Lucina, 17, à Rome. 

1904. VORONOÏ, professeur à l'Université, rue Vilcza, 18, à Varsovie (Russie). 

1900. VOIRERT, éditeur, boulevard Saint-Germain, 63, ii Paris (5«). 

1880. WALCKENAER, ingénieur eu chef des mines, boulevard St-Germain, 218. à Paris (7*). 
1879. WEILL, directeur du collège Chaptal, boulevard des Batignolles, 45, à Paris (8*). 

1906. WILSON, assistant à l'Université de Yale, à Now-Haven (Conneclicut, États-Unis). 

1878. W0RI8 RE ROilLLY, ingénieur en chef des mines, rue Balzac,;, à Paris (8*). 

1882. lAROODSKI, membre du Comité d'artillerie et pinfesseur à l'Académie d'Artillerie, 
rue Znamenkaia, 2a, n Saint-Pélersbourg ( Russie). 

1890. ZARBMBA, professeur à l'Université, rue Biskupia, 5, à Cracovie (Autriche). 

1903. ZBRVOS, professeur agrégé à l'Université, rue Marie, 5 B, à Athènes (Grèce). 

1881. ZEOTHEN, professeur à l'Université, Rosenvonget, Saiict-Kanuikestrœde, 11, à Co- 

penhague (Danemark). 

1898. ZIWET, South Ingalls street. i\\\, à Ann Arlior (Michigau, Étals Unis). 
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Liste des Sociétés scientifiques et des Recueils périodiques avec lesquels 
la Société mathématique de France échange son Bulletin. 



(imsterdani 
Amuti'rdain 



Bàle 

Raltimon> 
Berlin.. . . 
noHiii... 



Berlin.. . . 
Bolof^ne. . 
Rorde:uix. 
Brtiselled. 



Brns(*lli*!<. . 
Cambridge. 
Cambridge 
ClirislittMia, 
Coimbre. . 



Copenhague. 
CracoTie. . . . 

Deift 

Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gand 

Gôttingeii . . 

Halifax 

Harobouri;.. 

Harlem 

Helsiiigrorii. 

Kansas 

Kasan 

Kharl((>v.. . . 
Khnrkov.. . . 
La Haye 



Leipxig. 
iiSipiig. 
Leipiig. 



AniKlt^rdam | Académie Royale des Sciences d'Amsterdam. 

Société mathémaliqiie d'Amsterdam. 
Revue semestrielle fies publicnlions mathéma- 

tiques, 
Naturforschende Gesellschaft. 
Ainertcan Journal of Mat hématies. 
Académie des Sciences de Berlin. 
Jnhrbnck Hber die Fdrtsvhritte der Mathe- 

matik. 
Journal Jiir die rtine und tiiigewaiidte il/«- 

thematik. 
Académie des Sciences dn l'Institut de Bo- 
logne. 
Société des Sciences physiques et naturelles 

de Bordeaux. 
Académie Royale des Sciences, des Lettres et 

des Béiiux-Arts de Belgique. 
Société scientifique de Bruxelles. 
Cambridge philosophicat Society. 
Aunals of lUathematics. 

^rchiv for THathematik og Nutnivideuskab. 
4niiaes scieiitificos da Acndfmia Poljrtech- 

nica do Porto, 
Nyt Tidsskri/t for Mtithematik, 
Académie des Sciences de Cracovie. 
Académie technique. 
Société Royale d'Edimbourg. 
Société mathématique d'Edimbourg. 
Mathesis, 

Société Royale des Sciences de Gôttingen. 
Nova Scotian Institute of Science. 
Société mathématique de Hambourg. 
Société hollandaise des Sciences. 
Société des Sciences de Finlande. 
UniTersité de Kansas. 
Société physico-mathématique. 
Annales de l'Université. 
Société mathématique de Kharkov. 
Archives néerlandaises des Sciences exactes 

et naturelles. 
Société Royale des Sciences de Saxe. 
kiathematische jinnalen, 
Archiv der Mathematik und Phjrsik, 



PaVs-Bas. 
Pays-Bas. 

Pavs-Bas. 

Suisse. 
États-Unis. 
Allemagne. 

Allemagne. 

A1leniHgi>«. 

Italie. 

Kranre. 

Belgique. 

Belgique. 

Grande-Bretagne. 

Massachusetts. 

Norvège. 

Portugal. 

Diinomark. 

Autriche. 

Pays-Bas. 

Grande-Bréta|;iu . 

Grande-Bretagne. 

Belgique. 

Allemagne. 

N"*-Écosse (Canada) 

Allemagne. 

Hollande. 

Finlande. 

États-Unis. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 

Pavs-Bas. 
Allemagne. 
Allemagne. 
Allemagne. 
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Liège 

Lîvourne 

Londres 

Londres 

Londres 

Luiemboun; 

Marseille 

Mexico 

Milan 

Moscou 

Munich 

NapIcH 

New-Haveii 

New-Yorli 

Odessa 

Palerme , 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Pise 

Pine 

Pise 

Pnigue 

Prague 

Prafjne 

Rome 

SainUl*élcr!HlM» ir|j, 

Stocltlir»liii 

Stocliliolni 

Tokyo 

ToulOHMC , 

Turin 

Upsal 

Varsovie 

Venise 

Vienne 

Vienne 

Washington 

Zurich 



Société Royale des Sciences. 

Periodieo di Matematica, 

Société astronomique de Londres. 

Société mathématique de Londres. 

Société Royale de Londres. 

Institut Royal de Luxembourg. 

Annahê delà Faeultédes Sciences de M&rseiUe. 

Sociodad cientifica Antonio jiltate. 

Institut Royal lombard des Sciences «*i 

Lettres. 
Société mathématique de Moscou, 
académie des Sciences de Munich. 
Académie Royale des Sciences phyKi<|U<?M ci 

mathématiques de Naples. 
Académie des Sciences et Arts du TonniM-- 

ticut. 
American mathematical Societv. 
Société des naturalistes de la Nouvel Ic-RushI**. 
Rendiconti del Circolo matcinalico. 
Académie des Sciences de Paris. 
Association française pour l'ufancement dtf» 

Sciences. 
Société philomathique de Paris. 
Itnlletin des Sciences matliénttttitfitea, 
tournai de V êicole Poljtechnif/ne. 
Institut des Actuaires français. 
Intermédiaire des Mathématiciens. 
Kcole l\oyale Nornnile supérieure de Pîmc. 
Dniversilé Royale du Pise. 
// Nuovo Cîmento. 
Académie des Sciences de Bohème. 
Caso/fis pto péstovâni mathematiky a fysik\ . 
Société mathématique de Bohème. 
Académie Royale des fJncei. 
Académie impériale des ScienceH. « 
Âcta Mathematica, 
nibliotheca mathematica. 
Mathematico-physical Society. 
annales de la Faculté des Sciences tle Tôt, 

tuuse. 
Académie des Sciences. 
Société Royale des Sciences d'Upsal. 
Prace Materna tyczno Fizyczne. 
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RÈGLEMENT 



VOTÉ A LA SÉANCE DE l' ASSEMBLÉE OÉNERALE, LE 20 JUIN 1888, 
MODIFIÉ A LA SEANCE DU 10 JANVIER 1907. 
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CHAPITRE PREMIER. 

DISPOSITIONS GéNéRALBS. 

Articlb premier. — Les conditions à remplir, pour être membre de la 
Société mathématique de France, sont fixées par le premier paragraphe de 
Tarticle 3 des statuts. 

Dans le cas où, pour des motifs sérieux, le Bureau croit devoir surseoir 
à la présentation d'un candidat, le différend est soumis au Conseil d'admi- 
nistration, qui statue définitivement dans sa séance la plus prochaine. 

Art. 2. — Les membres nouvellement élus, après avoir acquitté le droit 
d'admission de dix francs et le montant de la première cotisation annuelle, 
reçoivent un diplôme signé par le président, l'un des secrétaires et le tré- 
sorier, et portant le sceau de la Société. 

Art. 3. — La cotisation annuelle est payée au commencement de chaque 
exercice, dont l'origine est fixée au i**^ novembre de chaque année. 

Les nouveaux membres doivent payer la totalité de la cotisation de 
l'exercice en cours, quelle que soit l'époque de leur admission. 

Art. a. — Tout membre a le droit, à une époque quelconque, de ra- 
cheter ses cotisations à venir et de devenir sociétaire perpétuel, moyennant 
la somme de trois cents francs (art. 3 des statuts). Cette somme peut être 
payée en une seule fois, ou par versements de cent francs chacun, se sui- 
vant à des intervalles qui ne doivent pas dépasser une année. 

En cas de retard, la cotisation annuelle continue à être exigible, indé- 
pendamment et jusqu'à complet acquittement de la somme de trois cents 
francs. 

Art. 5. — Tout membre qui, n'étant pas sociétaire perpétuel, négligera 
de payer régulièrement sa cotisation annuelle, sera, après avertissement du 
trésorier, à lui adressé par lettre recommandée et resté sans eflfet, considéré 
comme démissionnaire. 

CHAPITRE II. 

tenue DBS SÉANCES DB LA SOCIETE. 

Art. 6. — La Société tient des séances ordinaires deux fois par mois; 
elle prend trois mois de vacances, de la mi-juillet à la mi-octobre. 
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Art. 7. — I^ première séance de janvier est consacrée spécialement aux 
élections pour le renouvellement du Bureau et du Conseil. 

Art. 8. — Il est adressé chaque année, dès le début d'octobre, à tous 
les membres de la Société, une carte imprimée portant Tindication des 
jours de séance. 

Art. 9. — Pour assister aux séances, les personnes étrangères à la So- 
ciété doivent être présentées par Tun de ses membres. 

Art. 10. — La présence du président ou d'un vice-président, assisté d'un 
des secrétaires ou vice-secrétaires, suffit pour constituer le Bureau à 
chaque séance. 

Art. 11. — En cas d'absence du président et des vice-présidents, le 
trésorier, ou, à son défaut, l'archiviste, occupe le fauteuil. 

A défaut des membres du Bureau qui viennent d'être désignés, les fonc- 
tions de président sont remplies par le plus âgé des sociétaires présents à 
la séance. 

En cas d'absence des secrétaires et vice-secrétaires, le président du jour 
invite un des membres présents à en remplir les fonctions. 

Art. 12. — Chaque séance commence par la lecture du procès-verbal de 
la séance précédente. 

Les Communicationssont faites dans Tordre de leur inscription. Chacune 
d'elles ne peut durer plus de vingt minutes. 

Ces dispositions ne s'appliquent pas aux conférences scientifiques qui 
pourraient être organisées par le Bureau. 

Art. 13. — Les questions relatives à l'administration de la Société, à 
moins d'une demande du Conseil, ne peuvent être traitées en séance ordi- 
naire. Elles doivent faire l'objet d'une note remise au président, qui en 
réfère au Conseil dans sa plus prochaine réunion. 

CHAPITRE illl. 

BULLETIN ET PUBLICATIONS DIVERSES. 

Art. 14. — La Société publie par livraisons un recueil annuel qui a pour 
titre : Bulletin de la Société mathématique de France, et qui contient, 
avec un extrait des procès-verbaux des séances, des Notes et Mémoires sur 
les Mathématiques pures ou appliquées, ayant pour auteurs des membres 
de la Société, et présentant quelque originalité au point de vue de la mé- 
thode ou des résultats. 

Les travaux des personnes étrangères à la Société peuvent, exception- 
nellement, trouver place dans le Bulletin, à la condition d'offrir un intérêt 
suffisant. 

Art. 15. — L'un des secrétaires est spécialement chargé par le Conseil 
de tout ce qui concerne la publication du Bulletin. Il est assisté, dans le 
choix des Notes et Mémoires qui peuvent y être insérés, par une Com- 
mission d'impression composée du président, des vice-présidents, du 
deuxième secrétaire et des vice-secrétaires. 
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Art. 16. — La Société se propose, dans les limites de ses droits et de 
ses ressources, de publier, soit dans le corps du Bulletin, soit à part, des 
Mémoires inédits et de réimprimer des œuvres importantes d'anciens ma- 
thématiciens français ou étrangers (art. iA des statuts). 

Art. 17. — Les livraisons du Bulletin sont adressées à tous les membres 
de la Société, au fur et à mesure de leur publication. Toutefois, dans le 
cas où un sociétaire se met en retard dans le payement de sa cotisation, 
l'envoi du Bulletin est suspendu pour lui, jusqu'à ce qu'il ait acquitté 
l'arriéré. 

Art. 18. — Le Conseil fixe, par mesure générale, les prix réduits moyen- 
nant lesquels les membres de la Société peuvent se procurer les volumes 
du Bulletin parus antérieurement à leur admission, et les Ouvrages autres 
que le Bulletin publiés par les soins de la Société. 

CHAPITRE IV. 
composition et modb d'blbction du bureau et du conseil. 

Art. 19. — La Société est administrée par un Conseil composé comme 
l'indique l'article ^4 des statuts. 

Le Bureau du Conseil est le même que celui de la Société (art. Â des 
statuts). 

Le nombre des membres honoraires prévus par l'article ^4 des statuts 
n'est pas limité; ces membres honoraires ne peuvent être nommés que sur 
la présentation du Conseil ou sur une proposition spéciale faite par écrit, 
signée de vingt membres de la Société, et déposée au plus tard dans la 
dernière séance de décembre. 

Art. SO. — Le renouvellement du Bureau et du Conseil a lieu chaque 
année, dans la première séance de janvier, et conformément aux prescrip- 
tions des articles 5, 6 et 16 des statuts. 

Dans ce but, un avis de convocation, accompagné de bulletins de vote 
en blanc et, s'il y a lieu, des propositions du Conseil, est envoyé, en temps 
utile, à tous les membres de la Société. 

Art. 21 • — Les membres, qui ne peuvent assister à la séance dans 
laquelle ont lieu les élections, sont invités à envoyer au président, en temps 
opportun, leurs votes sous enveloppes fermées, en y joignant un avis 
d'envoi portant leur signature. 

Les enveloppes contenant les bulletins de vote ne sont ouvertes qu'au 
moment du scrutin. 

. , i ï • 

ê 

CHAPITRE V* 

• ' ... 

attributions des membres du bureau. 

Art. 22. — Le président veille à l'observation des statuts et du règle- 
ment de la Société; il assure l'exécution des délibérations du Conseil. 




— XIX — 

Art. îi3. — Les secrétaires ou, à leur défaut, les vice-secrétaires rédigent 
les procès- verbaux des séances de la Société et des séances du Conseil. 

Art. 24. — Sous la direction du président, les secrétaires sont charges 
de la correspondance pour tout ce qui concerne les travaux et les affaires 
de la Société; ils convoquent la Société, le Conseil et les Commissions, 
quand il y a lieu, et préparent les ordres du jour. 

Art. ^. — L'archiviste est chargé de la garde des archives de la Société. 
Il a sous sa direction la bibliothèque; il dresse le catalogue des livres, 
brochures et manuscrits qui en font partie. 

Art. 26. — Le trésorier est chargé du recouvrement des sommes dues à 
la Société. Il acquitte les dépenses ordonnancées par Tun des secrétaires, 
spécialement délégué par le Conseil. II tient un registre des recettes et des 
dépenses. 

Art. 27. — 11 ne peut être fait aucun emploi extraordinaire des fonds de 
la Société, sans une délibération spéciale du Conseil. 



CHAPITRE VJ. 

attributions du conseil BT tenus de ses séances. — COMMISSIONS. 

Art. 28. — Le Conseil se réunit dans les conditions fixées par l'article 7 
des statuts. 

Art. 29. — a chaque séance du Conseil, les noms des men>bres présents 
sont consignés au .procès-verbal. 

Art. 30. — Sur la proposition de cinq membres, le vote peut avoir lieu 
au scrutin secret. 

Art. 31. — Sur la demande de cinq membres, il peut être fait appel à la 
Société des décisions qui n'auraient pas été prises aux deux tiers des voix 
des membres présents. 

Art. 32. — Les procès-verbaux des séances du Conseil doivent être 
transcrits sur un registre coté et parafé par Tun des secrétaires; ils dowent 
être signés par le président et le secrétaire qui ont composé le Bureau; 
les renvois doivent être parafés et les mots rayés approuvés. 

Art. 33. — Le Conseil se réunit chaque année au cours du dernier tri-> 
raestre, pour délibérer sur Tétat des affaires de la Société, prendre les 
mesures préparatoires relatives aux élections prévues au Chapitre IV, et 
nommer la Commission de comptabilité chargée de vérifier la gestion du 
trésorier. 

Art. 34. — Cette Commission ne peut être composée de moins <ie trois 
membres. Elle fait son rapport à l'Assemblée générale dans la première 
séance de janvier 

Art. 35. — Le Conseil peut provoquer, parmi les membres de la Société, 
la formation de Commissions ayant un but spécial, technique on- scien- 
tifique. 
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CHAPITRE VJI. 

REVISION DES STATUTS OU DU RÈGLEMENT. 

Art. 36. — Les conditions dans lesquelles peut avoir lieu la revision des 
statuts sont fixées par l'article 18 desdits statuts. 

Dans le cas où, à la suite d'une première convocation, rassemblée extra- 
ordinaire, réunie dans ce but, ne pourrait délibérer valablement, une nou- 
velle assemblée extraordinaire serait réunie dans un délai inférieur à cinq 
mois. 

Art. 37. — Le règlement ne peut être modifié que par une Assemblée 
extraordinaire, convoquée à cet effet. 

Cette Assemblée extraordinaire ne peut délibérer valablement que si le 
quart au moins des membres de la Société sont présents ou représentés. Si 
cette proportion n'est pas atteinte, une nouvelle Assemblée extraordinaire 
est réunie dans un délai compris entre un mois et cinq mois; ses délibéra- 
tions sont valables, quel que soit le nombre des membres présents ou 
représentés. 

Art. 38. — Toute proposition de modificalinn au règlement, si elle 
n'émane pas de l'initiative du Conseil d'adiniui*^tration, doit être formulée 
dans une lettre signée de vingt-cinq membres de la Société au moins, et 
adressée au président. Celui-ci doit réunir T Assemblée extraordinaire dans 
les trente jours qui suivent la remise de la proposition, les vacances 
annuelles n'étant pas comptées dans ce délai. 

Art. 39. — Avant la réunion d'une Assemblée extraordinaire convoquée 
pour délibérer sur la revision des statuts ou du règlement, le Conseil 
d'administration, réuni à cet efi'et, nomme une commission composée de 
sept de ses membres, chargée d'examiner la demande de revision et de 
présenter sur cette demande un rapport à l'assemblée extraordinaire. 

Art. 40. — Pour les Assemblées extraordinaires, tous les membres de la 
Société sont spécialement convoqués à domicile. 
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BULLETIN 



DE LA 



SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE, 



COMPTES RENDUS DES SÉANCES, 



SÉANCE DU 8 NOVEMBRE 1906. 

PRRSIDBNGB DE M. HADAMARD. 

Communications : 

M. Lecornu : Sur l'extinction du frottement. 

M. Raffy : Sur Visothermie relatii^e des réseaux et sur les 
caractéristiques (asvmptotiques et lignes de courbure) des sur- 
faces à lignes de courbure isothermes-conjuguées. 

M. Hadamard signale deux Mémoires de Worpitzky, publiés 
dès 1870 et où se trouvent certains résultats fondamentaux rela- 
tifs à la détermination des singularités des séries entières. 



SÉANCE D[] 22 NOVEMBRE 1906. 

PRRSIDBNGB DB M. HADAMARD. 

Communications : 

M. Fatou : Sur certaines séries de Taylor. 
M. Remy : Sur deux classes de surfaces du quatrième ordre 
liées à l'octuple gauche. 

M. Hadamard : Sur une question du calcul des variations. 



SÉANCE DU 6 DÉCEMBRE 1906. 

PRBSIDBNCB DB M. HADAMARD. 

Élections : 

Sont élus, à Tunanimlté, membres de la Société : M. K.-L. Bar- 
thels, présenté par MM. Rafiy et Grévy^ MM. Guerby etRousiers, 

IZXT. I 
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préseolés par MM. Bliitel el Grévv; M. Gargam de Moncetz, pré- 
senté parMM. Picard etRafij; M. Lalesco, présenté par MM. Picard 
et Hadamard. 

Communications : 

M. Maillet : Sur diverses propriétés des nombres transcen- 
dants de Liouville. 

M. Lalesco : Sur le groupe des équations trinômes de degré 
premier. 

M . Raffy : Remarques sur la recherche des surfaces isother- 
miques. 



SËANGB DU 20 DÉCEMBRE 1906. 

PRR8IDENCB DR M. HADAMARD. 

Comm u n ications : 

M. Remy • Sur une famille de surfaces hyperellip tiques à 
quinze points doubles, 

M . Ralï'y : Sur la recherche des surfaces dont les courbures 
principales sont fonctions Vune de l'autre. 



SÉANCE DU 10 JANVIER 1907. 

PRKSIDRNCR DB 11. HADAMARD. 

La Société, réunie en Assemblée générale, procède au renou- 
vellement de son Bureau et d'une partie du Conseil d'administra- 
tion. Elle entend et approuve le Rapport de la Commission des 
finances. 

La Société, réunie en Assemblée générale extraordinaire, discute 
le Rapport présenté par la Commission de revision du Règle- 
ment ('). 



(') Le texte nouTcau du Règlement, tel qu'il résulte des décisions prises dans 
cette séance, est inséré dans le présent Volaroe, p. xvi et suit. 
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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS. 



SUR L'EXTINCTION DU FROTTEMENT ; 
Par m. L. Lecormu. 

Dans une Adresse lue en 1906 au Congrès de l'Association fran- 
çaise pour l'avancement des sciences^ M. Appell appelait l'atten- 
tion sur divers cas où le mouvement d'un système s'effectue de 
façon que le travail de frottement diminue de plus en plus, comme 
si le système cherchait à échapper au frottement: c'est ce qui 
arrive notamment dans le glissement d'un cerceau ou d'une boule, 
glissement qui aboutit finalement à un simple roulement, ou en- 
core dans le redressement progressif de l'axe d'un corps de révolu- 
tion lancé sur un plan horizonlal. 

Je voudrais signaler ici un autre exemple assez général, dans 
lequel la même tendance se manifeste avec une netteté particu- 
lière. Il s'agit du mouvement d'un ensemble quelconque de sphères 
homogènes qui ont leurs centres fixes et qui exercent à leurs divers 
points de contact des pressions mutuelles données. 

Je suppose d'abord que le système, après avoir été lancé d'une 
façon arbitraire, soit entièrement abandonné à lui-môme. Considé- 
rons deux de ces sphères, S| et S2, tangentes en un point A. 
Soient 4?4,^i, Zi et x^^y^^ z^ les coordonnées de leurs centres 0| 
et O2 par rapport à trois axes fixes rectangulaires. Soient />!, ^1, 
Tf et />2) Çif Ts les composantes de leurs rotations. Soient enfin Ç, 
y^y^ les coordonnées de A. La vitesse de glissement V de S2 par 
rapport à S| a pour composantes : 

Si F désigne l'effort tangentiel, de grandeur constante, que la 
sphère S| éprouve de la part de S2 en vertu du frottement, les 

composantes de cet effort sont Fy» Fy» F^y et le moment de F 



^ A — 

par rapport à Of a pour composantes : 

F 

F 

N = ^[«'(?-a7,)-a(T)-j.,)]. 

D'autre part, la relatioo V-= m* -f- i^' 4- w* donne, en remar- 
quant que u ne contient pas/?i : 

On est ainsi conduit aux trois identités : 

L=_F^, M=-F^, N=-F^. 
op\ oq\ or\ 

Si donc Af désigne le moment d*inertie de la sphère S| par 
rapport à l'un de ses diamètres, les équations du mouvement de 
cette sphère sont 

A.$i=_yF^, A,^=-yF^. A.^=-yFj*^. 

' dt Jkà dpx dt Jmd àqy^ ' dt Aà dri 

les sommations étant étendues à toutes les sphères qui sont en 
contact avec Sf, ou, en d'autres termes, à toutes les vitesses V 
dont l'expression renferme />|, gr,, r|. 

Ceci posé, considérons la fonction <^ = SFV calculée pour l'en- 
semble de tous les points de contact existant dans le système donné 
de sphères. On peut écrire : 

dpi _ d* dqi __ d* rfr, __ <^4» 

d'où 

Si nous faisons la somme de toutes les équations analogues, et 

si nous désignons par --tt la dérivée totale de ^ par rappoit au 
temps, il vient 
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Cette dérivée est donc négative, et par conséquent: la somme 
des vitesses de glissement multipliées par les efforts tangentiels 
correspondants est constamment décroissante, ou bien encore : 

Le traitait du frottement, rapporté à chaque instant à 
l'unité de temps, tend constamment vers zéro, 

La démonstration s'applique tant qu'il y a cfiectivement glisse- 
ment en chacun des points de contact. Examinons ce qui se passe 
quand pour l'un de ces points, A par exemple, le glissement se 
transforme en roulement. A ce moment, V s'annule et l'effort tan- 
gentiel prend une valeur y inférieure à F; sa direction est sim- 
plement assujettie à demeurer dans le plan tangent commun aux 
sphères S| et S2. Soient a, p, y les cosinus directeurs de/. Si l'on 
appelle W la fonction SF V calculée en laissant de côté A, les équa- 
tions du mouvement de S| et Ss sont 

A.%=/tP(î:--.)-Y(i-:r.)]-|;. 



A»^=-/fP<":-*')-r(''--^')i-S' 



Si l'on forme l'expression 

-'.[(*)'*(t)--(^n 

le coefficient de fa est 

Ce coefficient est nul, car il représente la dérivée -^9 de la 

quantité t/, qui est nulle pendant le roulement. ^ et y disparaissent 
de même, et il reste seulement 

"" dp^ dt dçi dt dri dt àpi dt dq^ dt âr^ dt 
D'ailleurs, pendant le roulement, la fonction ^ ne difTère pas de 
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la fonction W, On voil donc que la subslilulion du roulement au 
glissement ne modifie pas les conclusions précédentes. 

ImaginDns actuellement que Tune des sphères, S| par exemple, 
soit assujettie à tourner autour d\in axe fixe passant par son centre. 
Si a, bj c sont les cosinus directeurs de cet axe et si co désigne la 
vitesse de rotation, on a /7| = aco, q^ = 6a>, Ti = où et Féquation 
du mouvement de S| est 

Ai --=7 = La -t- Mo-h Ne =: IM a- h h- h c~ — )« 

dt \ àpi dçi drx } 

'.($)■- M(t)'-r^)"-(ï)'] 

\ôpx dt àqx dt drx dt )' 

de sorte que la fixité de Taxe de rotation, tout en supprimant l'in- 
dépendance de/?i, ^1, /*!, laisse subsister le théorème fondamental. 
Il en est évidemment de même quel que soit le nombre des sphères 
obligées de tourner autour d'axes fixes. 

Nous allons maintenant supposer qu'au lieu d'abandonner le 
système à lui-même, on applique sur une ou plusieurs des sphères 
qui le composent des forces telles que chacune des sphères ainsi 
actionnées tourne, avec une vitesse constante, autour d'un axe fixe. 
Admettons par exemple que tel soit le cas de la sphère S|, Il faut 
alors, dans les équations du mouvement, considérer />|, q^y r% 
comme des constantes données, et, par contre, supprimer les trois 
équations qui se rapportent au mouvement de S|. Les autres 
équations subsistent sans modification. En combinant ces der- 
nières, et remarquant que dpx, dq%^ dr^ sont nuls, on retrouve 
l'équation 

f=-E*[(*)"-(^)'-(è)']- 

La fonction ^ est donc, ici encore, constamment décroissante. 

Du morneiil où l'une des sphères ou plusieurs d'entre elles sont 
ainsi assujetties à conserver des vitesses constantes, il peut arriver 
que le système atteigne finalement un état permanent dans lequel 
persistent certains glissements. Quand cet état final se trouve réa- 
lisé, c'est-à-dire quand toutes les quantités ^, q^ r cessent de 



1 



— 7 - 
varier, on a, pour toutes les valeurs des indices, 

à^ d<i> d^ 

et par conséquent h« fonction <^ présente alors un minimum. 
D*après cela : 

Uétat final est tel que le travail de frottement dans l'unité 
de temps soit le plus petit possible. 

Observons encore que les sphères tournant autour d^axes fixes 
peuvent être remplacées par des corps de forme quelconque, 
homogènes ou non, pourvu que chacun de ces corps tourne autour 
d'un axe fixe et présente des surfaces de révolution touchant les 
corps voisins en des points qui demeurent fixes. Car, dans ces 
conditions, les équations du mouvement ne se trouvent aucune- 
ment modifiées. 

Comme application très simple et facilement réalisable, consi- 
dérons trois cylindres C, C|, C2 à axes fixes parallèles de rayons R, 
Ri, R2 et supposons que les deux cylindres C|, C2 soient obligés, 
par des forces extérieures, à tourner en sens contraire avec des 
vitesses circonférentielles constantes u^ et u^t tandis que le troi- 
sième cylindre C est en contact avec eux. Soient F| et F2 les efforts 
langentiels exercés par C| et C2 sur C lorsqu^il y a glissement; 
soient A le moment d'inertie de C, R son rayon, u sa vitesse cir- 
conférentielle. En prenant pour sens positif des rotations celui 
du cylindre C|, l'équation du mouvement de C, pendant que ce 
cylindre glisse au contact des deux autres, est 

Dans cette expression [F|] désigne la force F| prise avec le 
signe du glissement relatif u% H- a, et [F2] la force F^ prise avec 
le signe du glissement relatif 1/2 — u. La fonction ^ est ici 

* = Fi[ii,-+- aj -+-F,[mji— a], 

[Kf-h i/] et [1/2 — £/] désignant les valeurs absolues de u% — u et 
u% — a. On en déduit 

■57=([F,l-|l-,l;-;^. 



"> 
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et, par suite, 



R^\dt) " dt 



On vérifie ainsi que la fonction ^ est constamment décroissante. 
Supposons en particulier que le cylindre C parte du repos, et 
admettons, ce quMl est toujours loisible de faire, que Ton ait 
Fa<cF|. Au début du mouvement, il y a glissement à la fois sur 
les deux cylindres Ci et Cs et l'équation du mouvement est 



d'où 



Pl du 






Le mouvement continue dans ces conditions jusqu'à ce que l'on 
ait 1/2 = w, ce qui arrive au bout du temps t = i>>/p _] p v ' A. cet 

instant, la fonction <^, partie de la valeur F, f/| -h F^i/s, se trouve 
réduite à la valeur F| ((/|-h ^2)- I^^s lors, le glissement sur d est 
supprimé et u conserve la valeur constante f/j, de sorte queO cesse 
de varier. La constante de u exige que l'action tangentielle F, au 
point de contact de C avec C2 prenne exactement la valeur F|. 
Cela est possible, puisque F| est inférieur à F^; mais on peut 
trouver étonnant que l'action tangentielle éprouve ainsi, d'une 
façon instantanée, la diminution finie Fs — F|. C'est ici le lieu de 
répéter une remarque que j'ai déjà formulée dans une autre occa- 
sion : la théorie précédente considère les cylindres comme rigou- 
reusement indéformables et leur attribue ainsi une propriété que 
ne possèdent jamais les solides naturels. En réalité, au moment 
où le glissement de C sur Ca fait place au roulement, l'action tan- 
gentielle s'abaisse rapidement, mais non pas subitement, de la 
valeur F2 à la valeur F|. Cet abaissement a pour conséquence une 
sorte de détente des surfaces en contact accompagnée, en vertu de 
l'élaslicité des solides naturels, d'un déplacement de la couche 
extérieure de chaque cylindre par rapport aux couches sous- 
jacentes, de telle sorte que pendant la très courte période de tran- 
sition dont il s'agit il n'esl pas permis de considérer les cylindres 
comme des solides invariables. Et, de celte façon, toute difficulté 
disparait. 
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EXTENSION A L'ESPACE DU THÉORÈME DES POLYGONES 
DE PONGELET PAR DES POLYÈDRES RÉTICULÉS; 

Par m. g, Fonte!sk. 



I. 



1. J'ai dippe\é polyèdres réticulés des polj^èdres de genre un, 
dont les faces sonl des quadrilatères etdonl les angles solides sont 
des angles tétraèdres (Bulletin, 1904 à 1906). La nature d'un po- 
lyèdre réticulé dépend de trois nombres caractéristiques/?, q, r; 
je supposerai ici r= 1; la figure est faite pour le cas p = 4, 5^ = 4? 
mais je raisonnerai en prenant/? et q quelconques. 

Avec r = i, le nombre des sommets ou des faces est pq; le 
nombre des paramètres dont dépend le polyèdre est, régulière- 
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ment, 2/)^. Si le polyèdre doit être circonscrit à une quadrique S 
et inscrit à une quadrique S', ce qui forme 2pq conditions (sauf 
réductions possibles), il semble qu'il soit en général déterminé. Je 
montrerai que la recherche d'un tel polyèdre est un problème 
doublement indéterminé lorsque les deux quadriques satisfont 
à une condition invariante, dépendant naturellement des valeurs 
attribuées aux nombres caractéristiques/? et q. 

J'avais pensé tout d'abord que la question devait être d'un ordre 
plus élevé que celle des polygones de Poncelet : il se trouve qu'il 
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n'en est rien. II convient toutefois d'observer que Ton suppose 
ici r = I ; j'ai examiné précédemment le cas r = a, /> = a, y = a, 
pour lequel le résultat est bien différent du résultat général relatif 
au cas r=i : on trouvera au paragraphe IV Tindication de ce 
résultat. J'ajoute que la question reste entière pour les polj^èdres 
trigonaux à angles solkles hexaèdres, ou leurs corrélatifs, dont j'ai 
signalé l'existence dans mon premier Mémoire. 

2. Les arêtes d^un polyèdre réticulé se distribuent en deux sys- 
tèmes. Celles du système A|B| forment des contours ponctuels 
A|B|C|D|, ..., A2B2C2D2, ..., et des contours tangentiels 
(A|B|, A2B2, AjBj, ...), (B|Cf, fi2C2, BjCi, ...), ..., ainsi ap- 
pelés parce que ce sont les^ plans de deux côtés consécutifs qui 
sont des éléments du polyèdre; pour les polyèdres que nous 
aurons à considérer y les polygones A| B| C| . . ., A2B2C2. . ., ... 
sont des polygones plans, dont les plans)9|,/?2< ... passent par une 
même droite XY; en conséquence, les droites A|fi|, A2B2, ... 
sont les arêtes d*un angle polyèdre dont le sommet, situé sur XY, 

sera désigné par A, et l'on désignera de même par fi le point de 
concours sur XY des droites B|C|, B2C29 ..., et ainsi de suite. 
Les arêtes du système A1A2 formeront de même des polygones plans 
A| AsA). . ., B1B2BS. . ., . . ., dont les plans ^r, 6, ... passent par 
une même droite ZT, et, par une conséquence nécessaire, les 

droites A|Aa, B1B29 ••• iront concourir en un point P| de la 
droite ZT, les droites A2AS, BiBsi ••• iront concourir en un 
point P2 de cette même droite, et ainsi de suite. Ainsi, la droite XY 
est liée au premier système d'arêtes ( plans /?i,/>2, . . ., et points A, 
B, . . .), tandis que la droite ZT est liée au second système d'arêtes 
(plans a, 6, . . ., et points P|, P2, .. .). 

3. Je m'appuierai sur le théorème suivant : 

Considérons une quadrique S', et deux droites XY et ZT 
conjuguées par rapport à cette quadrique ( * ) ; soient XJ, et Y'^, 



(*) On peut supposer que la quadrique S' esl un ellipsoïde dont la droite ZT 
est un diamètre, ou même un aie; la droite XY est alors la droite à l'infini du 
plan diamétral correspondant. 
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Z'o ei Tq les points où cette quadrique est rencontrée par les 
deux droites en question. 

Soit une quadrique U doublement tangente à la quadrique 
S', aux points 21^ et T'^ ; soit de même une quadrique V double- 
ment tangente à la quadrique S', aux points XJ^ et Y^. 

Si A| est un point quelconque de la quadrique S' {fig* a), 
menons de ce point une tangente A| B| à la section u% de la 
quadrique U par le plan XYA.| ou /?i, et une tangente A| Aj 
à la section s?a de la quadrique V par le plan ZTA| ou a\ 
l'enveloppe du plan déterminé par ces deux tangentes est une 
quadrique s. 

Cette quadrique S est doublement tangente à la quadrique U, 
aux deux points X© et Y© de cette quadrique situés sur XY; 
elle est de même doublement tangente à la quadrique V, aux 
deux points Zq et T© de cette quadrique situés sur ZT. 

Les cordes de coDlacl des quadriques sont données par le Tableau 
suivant : 





S' 


S 


U 


y/ f|V 


Xq Vq 


V 




ZoT. 



La quadrique S' contient le contour X^Zq Y^T^, 

U » XoZiYoT'o, 

■ V » X'q Zo y q Tq, 

» S I) Xq Zo Yo Tq ; 

le système de ces quadriques dépend de 19 paramètres. Elles 
admettent toutes quatre comme droites conjuguées les deux 
droites XY et ZT. et ont un tétraèdre conjugué commun dont les 
sommets sur XY, par exemple, sont les deux points qui sont con- 
jugués par rapport à ihacun des deux couples Xq, Yq et XJ^, Y^. 
La démonstration peut se faire avec un tétraèdre de référence 
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doDt XY et ZT sont simplement deux arêtes opposées; les équa- 
tions des quadriques sont alors 



(S') 
(U) 
(V) 
(S) 



(a'X«-f-^A'XY-h6'Y«)-h(c'Z«-haifZT-+-rf'Tt) = o, 
(aX«-4-2AXY-f-6 Y«)-f-(c'Z«-haJt'ZT-h€fT«) = o, 
(a'X«-h aA'XY -h 6' Y«)-h(c Z«-h ik ZT -h dT*) = o, 
(a X«-+-2yi XY-4-6 Y»)--(<?Z«-4-aitZT-4-€fr«) = o. 



On peut choisir comme létraèdre de référence le tétraèdre con- 
jugué commun aux quatre quadriques, de manière a avoir h'= o, 




A/= o, A = o, A* := o (*). Voici le calcul, en rapportant la figure 
au tétraèdre de référence Xo Y^ZoTo, ce qui donne a = o, 6 = o, 
c = Oy d=Oj et réduit à une forme très simple Féquation de 
l'enveloppe cherchée S. Soit 



UXh-VY-4. WZh-RT = o. 



( * ) Si Ton se place dans les conditions de la note précédente, on a les équations 

(ë*S)*(S-)-- 



(V) 
(S) 
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l'équation du plan qui contient les tangentes A| B|, A| As. L'équa- 
tion du plan XYA, B, éUnt Z = pT, on a pour la droite A, B| 

Z=pT, UX-hVY-+.(Wp-f-R)T = o, 

et, pour les points d'intersection de cette droite avec la qua- 
drique U, 

2A{Wp-i-R)«XY-h(c'P*-i-2X-'P-hrf')(UX-+- VY)« = o, 

ou, en désignant par X,, Y,, Z|, T, les coordonnées du point A,, 
2yi(WZ,-+-RT,)«XY-h(c'Zî-h2^'Z,T,-h€f'Tî)(UXH-VY)«=o; 

Y 
en écrivant que cette équation en rr a une racine double, on a 

[(c'Zf 4-. . .)UV -t- A( WZ, -h RT, )«]«— (c'Zf -+-. . .)*U«V«= o, 
ce qui donne 

!ï(c'ZÎ-h...)liV-+-A(WZi-4-RTi)« = o. 

La tangente A| A^ donne de même 

a(a'X}-r...)WRH-A:(UXi-hVYi)* = o. 

En tenant compte de ce que le point A| e»t sur la quadrique S', 
et dans le plan (U, V, W, R), on a donc pour l'équation tangen- 
tielle de l'enveloppe de ce plan 

UV WR 

on en déduit l'équation ponctuelle 

AXY-i-;tZT = o. 

(Si l'on veut énoncer le théorème en partant de la quadrique S 
pour arriver à la quadrique S', au lieu de prendre un point A| de 
cette dernière quadrique, on doit prendre un plan tangent à la 

quadrique S. Si ce plan rencontre XY au point A et ZT au point P|, 

il coupe le cône de sommet A circonscrit à la quadrique U suivant 

deux génératrices dont l'une est la droite AA|, et le cône de 

sommet P| circonscrit à la quadrique V suivant deux génératrices 
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dont riiiie est la droite Pf Af ; le lieu du point A|, commun à ces 
deux droites, est la quadrique S'.) 

•4. Des considérations géométriques permettent de prévoir que 
l'enveloppe du plan des deux tangentes A| Bf et A| A^ est une 
quadrique dont Téquation est de la forme 

(aX«4- 2/iXY -+- b ¥«)-+- e(cZ«-4-. . .-h. . . ) = o; 

mais cela ne donne pas la valeur = i . Les deux quadriques V 
et S' sont bitangentes aux points X^ et Y^, et les plans tangents en 

ces points se coupent suivant ZT; le point P| étant sur ZT, le cône 

de sommet P|, circonscrit à la quadrique V, est bitangent à la 
quadrique S', aux points X'^ et Y'^, et la coupe par suite suivant 
deux coniques 5| et^,, dont les plans />| et p^ passent par XY; dès 
lors, quand le point A| se déplace sur la conique s\^ le plan des 

deux tangentes A| B| et A| Aj reste tangent au cône de sommet P| 
qui a pour base la conique u^ suivant laquelle le plan p^ coupe la 

quadrique U. Le cône de sommet A, circonscrit à la quadrique U, 
coupé de même la quadrique S' suivant deux coniques $'^ et 5^, 
dans les plans a et b passent par ZT; dès lors, quand le point A| 
se déplace sur la conique 5^, le plan des deux tangentes A|B| 

et A|Aa reste tangent au cône de sommet A qui a pour base la 
conique Va suivant laquelle le plan a coupe la quadrique V. Ainsi 
l'enveloppe cherchée est, de deux manières dirt'érentes, enveloppe 
de cônes du second degré; les cônes du premier système ont leurs 
sommets sur ZT et sont tangents aux deux plans ZTX«, ZTYo, 
aux points Xq et Yq; les cônes du second système ont leurs 
sommets sur XY et sont tangents aux deux plans XYZq, X YT^, 
aux points Zq et T«. Il faut montrer qu'une enveloppe possédant 
ces propriétés est une quadrique. 

Pour plus de clarté considérons la question corrélative. Une 
surface est engendrée de deux manières différentes par des 
coniques; pour l'un des systèmes, les plans des coniques passent 
par XY, et ces coniques passent aux points X et Y, où elles sont 
tangentes aux plans ZTXetZTY; pour Tautre système, les plans 
des coniques passent par ZT, etp. La surface, rapportée au tétraèdre 
de référence X YZT, peut être représentée par l'un ou l'autre des 
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deux groupes (Inéquations 

Z =XT, (X =fjLY, 

Z*=XY(p(X), I X«= ZT^Kfx); 

on a donc, pour un point de la surface, 

X«Tî=fxYî(p(X), 
HHY« = XT«<;(hi), 
d'où, en multipliant, 

comme cela doit avoir lieu quels que soient \ et [jl, on a nécessaire- 
ment 

Téquation de la surface est alors 

ZT = ArXY. c. q. f. d. 

5. J'introduis maintenant les quadrilatères tels que A|fi|B2A2. 
Les tangentes A| B| et A| A^ menées des points A| de la quadrique 
S' aux deux quadriques U et V, dans les plans A|XY et A|ZT, 
percent encore la quadrique S' aux points B| et A2: du fait que 
les droites XY et ZT sont conjuguées par rapport à la qua- 
drique S', les droites AA2 et P|B| se coupent en un point B2 
situé sur la quadrique S' : on obtient ainsi, dans un plan tangent 
à S, le quadrilatère plan A1B1B2A2 inscrit à S', et dont les côtés 
opposés se coupent sur XY et sur ZT. La droite A2B2 est d'ailleurs 
ime des deux tangentes que l'on peut mener du point Aa à la qua- 
drique U dans le plan A2XY : ces deux laugentes déterminent en 
efiet avec la droite A2A1 les deux plans tangents que Ton peut 
mener par cette droite à la quadrique S; la droite B1B2 est de 
même une des deux tangentes que l'on peut mener du point B| à 
la quadrique V dans le plan B| ZT. 

Relativement au fait que la droite A2B2, par exemple, est tangente 
à la quadrique U, le point B2 étant supposé obtenu par la droite 

P1B1B2, je ferai la remarque suivante. Lorsque deux quadriques 
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S' el U sont doublement tangentes, la droite qui joint les points de 
contact étant ZT, la droite conjuguée étant XY, si Ton coupe 
chacune de ces deux quadriques par deux plans passant par XY, 
les deux cônes qui contiennent les deux sections de Tune ou Tautre 
quadriqueontles mêmes sommets, situés d'ailleurs sur la droite ZT; 
il suffit pour le voir de considérer les choses dans un plan con- 
tenant ZT. Dès lors, comme le point P| est le sommet de Fun des 
deux cônes qui contiennent les deux coniques s\ eis'^, ce point est 
aussi le sommet de l'un des deux cônes qui contiennent les deux 
coniques u^ et u^ : le plan A1B1A2B2 est tangent à ce dernier cône, 
puisque la droite A|B| est tangente à la conique u^, et par suite 
la droite AaB2 est également tangente à la conique u^. 

6. Il reste à appliquer le théorème des polygones de Poncelet. 
Considérons les sections u et s' des quadriques U et S' par un plan/? 
passant par XY; Téquation de ce plan étant Z=^T, les deux 
coniques en question sont sur les deux cônes 

(u) aX*-h ih\Y -h ftY«-4-(c'P«-h2A:'P4-^)T«=o, 
(ï) a'X«-4- aA'XY -h b' Yî-h(c' p«-i- )T*= o. 

Les racines du discriminant de la forme Xu-^s' sont les racines 
des deux équations 

Xa-4-a' XA-hA' 

XA-hA' X6-4-6' 



X -h I = o, 



= o, 



de sorte que ces racines sont indépendantes de ^. Dès lors, sous 
une condition unique imposée aux deux quadriques U et S', il 
existera des poljgones de p côtés circonscrits à la conique u et 
inscrits à la conique y, quel que soit le plan p. Ce fait résulte 
encore de la remarque faite à la fin du n^ 5 : si un plan p passant 
par XY donne deux coniques u et s' satisfaisant à la condition en 
question, il en sera de même pour tout autre plan/? passant par XY, 
puisque le sommet d'un cône contenant les deux coniques s' est 
aussi le sommet d'un cône contenant les deux coniques u. De 
même, sous une condition unique imposée aux deux quadriques V 
et S^, il existera des polygones de q côtés circonscrits à la conique v 
et inscrits à la conique y, les coniques v et s' étant les sections des 
quadriques V et S' par un plan a passant par ZT. 
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Les quadriques U et V étant liées à la quadriqnc S' de la manière 
indiquée, soit A| un point quelconque de la quadriquc S'. Consi- 
dérons, dans le plan XYA|, le polygone de p côtés A|B|C|... 
inscrit à la quadrique S', circonscrit à la quadrique U, et, dans le 
plan ZTA|, le polygone de q côtés A1A2A3... inscrit à la qua- 
drique S', circonscrit à la quadrique V. On a immédiatement le 
quadrilatère A| B| B2 A2, on en déduit les quadrilatères B| C| C2B2, 
C1D1D2C2, ..., les quadrilatères A2B2B3 A3, A3B3B4At, ..., et, 
de proche en proche, on obtient un polyèdre réticulé aux caracté- 
ristiques p et q^ inscrit à la quadrique S' et circonscrit à la qua- 
drique S. Le point A| variant sur la quadrique S', on obtient une 
double infinité de tels polyèdres. 

Si, au lieu de partir de la quadrique S' pour arriver à la qua- 
drique S, on faisait le contraire, la considération des polygones 
A|B|C|..., A1A2A3... serait remplacée par celle des angles 
polyèdres dont il a été question. Si l'on envisage, par exemple, les 

deux cônes de sommet A circonscrits aux quadriques U et S, il 
doit exister des angles polyèdres, ayant des arêtes en nombre gr, 
inscrits au premier cône et circonscrits au second. Les relations 
entre les quatre quadriques, dans cet ordre d'idées, sont indi- 
quées d'une manière très concise par le Tableau suivant : 





S' 


S 


U 


p 


y 


V 


<! 


p 



7. Le système des deux quadriques S et S' dépend de 17 para- 
mètres (19 — 2 = 17). Si l'on se donne, par exemple, la qua- 
drique S', le système des deux droites conjuguées XY cl ZT 
dépend de 4 paramètres, et chacune des deux quadriques U et V 
dépend encore de deux paramètres (points Xo et Yq, Zo et Tq); la 
quadrique S dépend donc de 8 paramètres. Ainsi le système des 
deux quadriques S et S' vérifie une condition et une seule. 

Le fait énoncé se trouve ainsi établi : Étant données deux 
xxxT. a 
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quadriques S et S', // existe , sous une condiiion invariante de 
fermeture y une double infinité de polyèdres réticulés, aux 
caractéristiques p^ q^ i , qui sont circonscrits à la quadrique S 
et inscrits à la quadrique S'. 

Ces polyèdres sont liés à deux droites fondamentales XY 
et T/T^ lesquelles sont deux arêtes opposées du tétraèdre con- 
jugué commun aux deux quadriques. 

Les arêtes du système A| B, sont tangentes à une qnadriqueX]^ 
celles du système A| Aa sont tangentes à une quadrique V. 

8. Relalivement à la condiiion de fermeture, observons que les 
racines du discriminant de la forme XS + S' sont les racines des 
deux équations 



Xa H- a' 


\h-^h' 




X c -h c' 


\k-hk' 


Ih-hh' 


\b-^b' 


= o, 


Ik-hk' 


Xd-^d 



= o: 



nous les appellerons X|, X-j, X3, X4. D'autre part, on a vu au n** 6 
que les racines du discriminant de la forme Xu-hs' sont les racines 
des deux équations 

Xa -4- a' "kh -r- h' 



X -+- 1 = o, 



= o, 



et les deux coniques u et s' doivent admettre des polygones de p 
côtés circonscrits k u el inscrits à 5'; de même, les racines du dis- 
criminant de la forme X(^ + 5' sont les racines des deux équations 

Xc 
XA 



X -4- I = o, 



c' XA 



k' 
d 



= 0, 



et les deux coniques v el 5' doivent admettre des polygones de q 
côtés circonscrits à i' et inscrits à 5'. Des deux relations ainsi 
obtenues entre X|, Xj, — i d'une part, et A,, X4, — i d'autre part, 
on déduira la relation homogène qui doit exister entre les quan- 
tités A|, Xs, X3 X4, pour que les deux quadriques S et S' admettent 
des polyèdres aux caractéristiques p^ q^ i, circonscrits à S et 
inscrits à S'. 



9. Il serait certainement pos'>ible d'introduire dans l'étude de 
la question deux arguments elliptiques u et i^, qui seraient les para- 
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mèlres d'un point de ia surface S', le patamèlre r restant constant 
le long d'une section de la surface par un plan contenant XY, le 
paramètre u restant constant le long d'une section de la surface 
par un plan contenant ZT, les sommets d'un poljèdre de l'espèce 
indiquée correspondant aux valeurs suivantes des deux paramètres 

(u^v-hb), {u-\-a v-r- b), (u ^ la, v -{- b), ..., 



a et 6 désignent respectivement la ^*«»« et la y»«™« partie d'une 
période. On aurait des formules de la forme 



ou 



X Y Z 



f{u)k{v) k(v) g(,v)h{u) h(u) 



II. 

10. Examinons plus particulièrement le cas /> := 3, ^ == 3 ; nous 
remplacerons ici la notation S' par la notation S''. 

En Géométrie plane, un polygone de Poncelet dépend de lo pa- 
ramètres (5-1- 4 -f- I = lo); tout pentagone est un polygone de 
Poncelet; un hexagone n'est un polygone de Poncelet que s'il a 
une droite de Pascal et un point de Brianchon; etc. Dans l'espace, 
les polyèdres réticulés dont il vient d'être question dépendent de 
19 paramètres (94-84-2 = 19). Tout polyèdre réticulé corres- 
pondant aux valeurs simples p = i, q = 3 est un polyèdre de 
l'espèce indiquée : il a en effet 9 sommets, 9 faces, et on peut lui 
circonscrire une quadri<|ue S"", lui inscrire une quadrique S; un 
tel polyèdre dépend, comme je l'ai montré, de 19 paramètres (au 
lieu de 18, qui serait le nombre régulier); j'ai fait observer aussi 
que, dans un polyèdre de cette nature, les plans des triangles 
A|B|C|, AjEjCa, AsBjCs passent par une même droite XY, etc. 

11. Les conditions de fermeture relatives aux coniques u els"y 
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V et / du n° 8 (je mets 5" au lieu de s') sont ici 

i±:v/XT±:v/X;=o, idbv/X;i±:/XT=(); 

la condition de fermeture relative aux deux quadriques S et S'' esl 
donc 

(I) v/^=fc:V^±v/)~drv/X7=o, 

les X étant les racines du discriminant de la forme aS + ^^ ] c^est 
la condition que j'avais obtenue par un calcul très pénible dans 
mon Mémoire de 1904. 

En Géométrie plane, pour des triangles ABC qui doivent être 
circonscrits à une conique S et inscrits à une conique S'', on a la 
condition 

v/x;d=v/x;±v/x;=:o, 

les )v étant les racines du discriminant de la forme XS -+- S"; les 
triangles ABC sont alors conjugués par rapport à une conique S' 
(intermédiaire entre S et S"), et, si l'on désigne par pi,, [JL2, pii les 
racines du discriminant de la forme |xS + S', on a 

fJii -4- fx, -h jx, = o ; 

il n'y a donc aucune différence à établir entre les sommets X, Y, 
Z du triangle conjugué commun aux deux coniques. On sait qu'il 
n'en est pas de même lorsqu'il s'agit de quadrilatères, la condition 
de fermeture étant alors 

Il en est de même dans l'espace, et, d'après ce que l'on a vu au 
paragraphe I, on a ce théorème : 

Lorsque deux quadriques S et S" satisfont à la condition (1), 
elles admettent trois séries de polyèdres réticulés, aux caracté- 
ristiques p^^i^ 9^ = 3, circonscrits à S et inscrits à S", ces trois 
séries de polyèdres étant liées aux trois couples d'arêtes 
opposées (TX, YZ), (TY, ZX), (TZ, XY) du tétraèdre con-- 
jugué commun. 
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12. Les sommets d'un polyèdre de la nature indiquée étant 

AiBiCi, 
AjBjC,, 
AjBjCs, 

nous dirons que ce polyèdre est conjugué par rapport à une qua- 
drique S' si le plan polaire d'un sommet quelconque (A, par 
exemple), relativement à la quadrique de conjugaison, est le plan 
de la face opposée (B2C2C3B3). 

Les considérations suivantes éclaireront la nature de cette con- 
jugaison. Soient 9 points, d'abord quelconques, auxquels nous 
donnerons simplement un double classement d'après les lignes et 
les colonnes du Tableau ci-dessus; soit en outre une quadrique S'. 
Si l'on demande que deux quelconques des 9 points, n'appartenant 
ni à une même ligne ni à une même colonne du Tableau, soient 
conjugués par rapport à la quadrique, le nombre des conditions 

imposées est égal à ou 18; mais il y a là seulement 17 con- 

ditions distinctes, et le nombre des paramètres dont dépend la 
figure est 27 -+- 9 — 17, ou 19. Les quatre points B,, Ci, Bj, Ca, 
par exemple, sont dans le plan polaire du point Af, et l'on a un 
polyèdre réticulé, aux caractéristi(|ues (3, 3), conjugué par rap- 
port à la quadrique S'. Comme un polyèdre de cette nature dépend 
par lui-même de 19 paramètres, si on le suppose donné a priori, 
il admet une quadrique conjuguée S'. La conjugaison en question 
équivaut dès lors à 9 conditions distinctes. 

Que les 17 conditions relatives à un système de 9 points quel- 
conques soient remplacées par un système de 9 conditions seule- 
ment lorsque ces points sont supposés être les sommets d'un 
polyèdre réticulé, c'est ce qu'il est facile de comprendre : du 
moment que les points B|, C|, B^, C^ sont dans un même plan, 
une condition de conjugaison disparaît, et il disparaît ainsi 8 con- 
ditions; l'existence des 9 plans ne forme en effet que 8 conditions 
distinctes (c'est ainsi que le polyèdre dépend de 19 paramètres au 
lieu de 18). 

13. Cela étant, si Ton se donne deux quadriques S' et S'"^, la 
recherche d'un polyèdre de l'espèce indiquée qui soit conjugué 
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à S' et inscrit à S'^ est un problème en apparence indéterminé, 
puisque Ton dispose de 19 paramètres pour satisfaire à 18 condi- 
tions; en réalité, c'est un problème généralement impossible, et 
qui ne devient possible qu'en devenant doublement indéterminé. 
Supposons en effet que les deux quadriques S' et S^ admettent un 
tel polyèdre, et soit S la quadrique qui est la polaire réciproque 
de S" par rapport à S' : le polyèdre considéré est circonscrit à cette 
quadrique S. Les deux quadriques S et S^ admettent ainsi des po- 
lyèdres réticulés, aux caractéristiques (3, 3), circonscrits à S et 
inscrits à S''; les racines de Téquation en \ pour ces deux qua- 
driques vérifient donc la condition (i). Or les racines de Téquation 
en X pour S' et S'' sont les racines carrées des racines de l'équa- 
tion en X pour S et S*^, prises avec des signes convenables ; on le 
voit en rapportant les trois quadriques à leur tétraèdre conjugué 
commun ; on a donc pour les quadriques S' et S"' une condition de 
la forme 

Comme deux arêtes du tétraèdre conjugué commun, XY et ZT 
par exemple, jouent un rôle particulier pour les polyèdres con- 
sidérés (circonscrits à S et inscrits à S''), la condition est certaine- 
ment de la forme 

(2) fA,-f-fX,— fXl— fX4=0. 

14. Bée ip roque ment, si deux quadriques S et S^ satisfont à 
la condition (i), de sorte qu'il existe trois séries de polyèdres 
réticulés, aux caractéristiques 3, 3, circonscrits à S et inscrits 
à S", les polyèdres de chaque série sont conjugués par rapport 
à une quadrique S' : les trois quadriques dont il s'agit, S',, S^, 
S3, sont trois des huit quadriques par rapport auxquelles les 
quadriques S et S" sont polaires, réciproques, à savoir celles 
qui vérifient une condition de la forme (2). 

Les équations des deux quadriques étant 

(S) x«-h^«-f-^«-^ /* = (), 

(S") a» j-» -h ^»«>'« -h c« 5* -h rfV» = ^, 



^ 
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on. peut toujours supposer que la condition (r) est 

(i') a-^ b -^ c -\- d = o; 

les équations des quadriques S' sont alors 

(S;) ^ ax^ -h by*-h cz*— dn = o, 

(Si) aa^- - by*-h cz*— dt*- o, 

( s; ) ax^ ■+- by^ — cz* — dt* = o, 

et Ton a, parexemple, pour la dernière 

(a') a-f-6— (—c)— (-£?)= o; 

j*ai vériKé ce résultat en supposant a = 0, 

Le polyèdre que j*ai considéré dans mon premier Mémoire est 
conjugué par rapport à la quadrique 



m. 



15. Pour p = ^^ q = ^^ la condition de fermeture relative aux 
coniques u et s' du n^8 est que Tune des racines deTéquation enX 
soit égale à la somme des deu\ autres; on peut avoir 

>, -f-Xt = i, ou bien X| — Xj = zti, 

et. selon rhj^potlièse adoptée, les diagonales du quadrilatère 
A|B|C|D|, circonscrit à a et inscrit à s', passent par tel ou tel 
des trois sommets du triangle autopolaire commun aux deux 
coniques : avec l'hypothèse X| -h X2= i, ce sommet est le point où 
la droite ZT perce le plan des deux coniques, tandis que. avec 
l'hypothèse X| — Aj = dt i , ce sommet est l'un des deux points de 
la droite XY qui sont conjugués communs pour les deux qua- 
driques U et S'; il y a là deux choses bien distinctes. Relativement 
aux deux coniques ç et s'j on peut de même avoir 

X,-hXv = i, ou bien X, — Xv = itii; 
avec la première hypothèse, les diagonales du quadrilatère 
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A1A2ASA4 passent au point où la droite XY perce le plan des 
deux coniques, tandis que, avec la seconde hypothèse, elles 
passent par Tun des deux points de la droile ZT qui sont con- 
jugués communs pour les deux quadriques V et S'. 

D'après les considérations qui sont exposées dans mon Mémoire 
de 1905, on doit avoir, par exemple, 

les diagonales du quadrilatère A|B|CfD| passent au point où la 
droite ZT rencontre le plan de ce quadrilatère, tandis que les dia- 
gonales du quadrilatère A1A2A3A4 passent par Vun des deux 
points de la droite ZT qui sont conjugués communs pour les deux 
quadriques S et S'. Par exemple, si S et S' sont deux ellipsoïdes 
dont ZT est un axe, le premier étant intérieur au second, les qua- 
drilatères A| B| C| D| sont des quadrilatères convexes dont les dia- 

Fig. 3. 




gonales se coupent sur Taxe en question, et les quadrilatères 
A| A2AJA4 sont disposés comme Tindique la figure ci-dessous : 
les diagonales se coupent au point T parce que, dans la relation 
X4 = )v3 -h L, c'est X4 qui joue un rôle à part. 

La condition a laquelle satisfont les deux quadriques S et S' est 
alors 

( 3 ) X| H- X. -f- Xj — Xi = o, 

et elle peut prendr'b les trois formes 

A4 — ''l = ^î "*" ^Ii '-4 — '^l -^^ ^l~^" ^1» ^*4 — Aj = A| -t- Aj. 



\ 
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Lorsque cette condition est remplicy les deux quadriques S 
et S' admettent donc trois séries de polyèdres réticulés, aux 
caractéristiques 4? 4i circonscrits à S et inscrits à S'. Ces trois 
séries de polyèdres sont liées aux trois couples d^ arêtes opposées 
du tétraèdre conjugué commun XYZT : les arêtes TX, TY, TZ 
jouent successivement le rôle que jouait ci-dessus rareté TZ. 



IV. 



16. Ce paragraphe est complèlement indépendant de ce qui 
précède. 

Le polyèdre réticulé qui correspond aux valeurs 



p = 'i, q = 2, 



/• — '2 



a 8 faces quadrangulaires, 8 angles solides tétraèdres; dans la 
figure suivante les faces sont ABD'C, BCA'D', ..., et ABB'A', 
BCC'B', .... 

Ce polyèdre dépend exceptionnellement de paramètres en 
nombre ipqr -\- i ou 17. Comme les 8 sommets forment en outre 
un système de points de Lamé, en même temps que les 8 plans des 




faces forment un système de plans de Lamé, le problème de con- 
struire un tel polyèdre, circonscrit à une quadrique S et inscrit à 
une quadrique S', est un problème triplement indéterminé en 
apparence : j*ai montré que ce problème est en réalité un problème 



- 26 — 

généralement impossible, et qui ne devient possible qu'en devenant 
quadroplement indéterminé; la condition de fermeture est 

Dans un Mémoire inséré au Volume du Bulletin pour 1906 
{Sur une configuration remarquable flans l'espace)^ j'ai con- 
sidéré une 6gure, comprenant 8 points et 8 plans, que j'ai appelée 
un octuple gauche complet : les 8 points et les 8 plans de cette 
figure sont, de trois manières différentes, les sommets et les plxns 
des laces d'un polyèdre réticulé aux caractéristiques 2, 2, a (/bc. 
cit., fig, 3). On peut dire, et c'est sous cette forme que j*ai 
démontré le théorème : 

Le problème de construire un octuple gcuiche complet, cir- 
conscrit à une quadrique S et inscrit à une quadrique S\ est 
un problème triplement indéterminé en apparence : ce pro- 
blème est en réalité un problème généralement impossible, et 
qui ne devient possible qu'en devenant quttdruplement indéter- 
miné. 

17. La condition (4) ne doit pas être considérée comme une 
dépendance des conditions planes 

X,-+-A,= i, Xj— X4 = i, 
ou 

A| — A} = I , A^ — Aj = i , 

OU 

Aj — A j ^ I , A j — — A I ^ I * 

du n** 15. Toutefois, parmi les polyèdres en nombre quadruple- 
ment infini que Ton a à considérer ici, se trouvent des polyèdres 
en nombre doublement infini pour lesquels les deux quadrilatères 
ABCD et A'B'C'O', généralement gauches, sont des quadrilatères 
plans dont les plans passent par XY, en même temps que les deux 
quadrilatères AA'CC et BB'DD\ généralement gauches, sont des 
quadrilatères plans dont les plans passent par ZT; pour ces 
polyèdres particuliers, les considérations du n** 15 sont valables : 
les diagonales AC et BD, A'C et B'D' se coupent sur ZT, les 
diagonales AC et A'C, BD et B'D' se coupent sur XY, et Ton a 



> 
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deux relations 

Xi-hX, = 1, Xt-t-Xv = i, 

qui donnent lieu à la relation (4)* [On doit ici considérer le 
polyèdre de la figure 4 comme une dégénérescence du polyèdre 
réticulé aux caractéristiques (4, 4? 0> ^^^ quadrilatères A^B'^CD" 
et A'^^B'^C^D'" étant confondus avec les quadrilatères CDAB et 
CD'A'B'.] 



SUR DIVERSES PROPRIÉTÉS DES NOMBRES TRANSCENDANTS 

DE LIOUVILLE; 

Par m. Edmond Maillet. 



I. — Introduction. 

Dans cette Note, je m'occupe d^ensembles formés de nombres 
de Liouville correspondants, avec ou sans adjonction de nombres 
rationnels. J^indique des catégories étendues C de nombres de 
Liouville pour lesquelles sont vraies ces propriétés : 

V 

i" Est impossible l'identité o= 7 aw»^*«», où les »;,«, 7^0, et 


les bm'i distincts, sont des nombres de Liouville d'une même caté- 
gorie ou ensemble C ou des nombres rationnels. Exemple : sin6;i, 
est transcendant. 

2® Les Cm étant des nombres rationnels >> 1 , et les dm des 
nombres de Liouville réels >> i de C, tout poljnome à coefficients 
entiers positifs formé avec dm^ c^f, rf^J, rfjiî est un nombre frans- 
cendant. 

Ces propriétés entraînent comme cas particuliers ou corollaires 
divers théorèmes, dont certains ont été indiqués par moi antérieu- 
rement (•). 

( ' ) Bull. Soc. math., 1906, p. 3a6, et Introduction à la théorie des nombres 
transcendants et des propriétés arithmétiques des fonctions. Paris, Gauthier- 
Villars, 1906, p. 34. 
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II. — Ensembles de nombres de Liouvillr correspondàbits. 

Soient I, I', F, . . . des irrationnelles réelles on imaginaires ('), 
limites des suites de fractions rationnelles 



(I) i; = p'^Q'-i, 



Ï«=P«Q»S . ., pour I, 



• • » 



avec Q«_j.,>Q;„ Q'„+,iQ';„ . ., limQ;, = limQ'„=... = oo pour 
/î =00, tous les dénominateurs Q,,, Q'„, . .. étant supposés réels. 
Je pose 

(2) £„ = 1 1 - r j = Q-?-, £'„ = I r' - rj = q;7^" 

J^admets encore que Ton puisse trouver une infinité de valeurs ni 
de n telles que l'on ait 



(3) 



?n.>a, Q;=Q:r, q;. = q^^ 



?«, =^H.?n.. ?n. ='^i,?«„ 



OÙ a est aussi grand que Ton veut, a*), , o^ , ... sont positifs et ont 
une limite inférieure et une limite supérieures communes pour 
lim/i| = oo, T^^, T^p ... sont positifs et ont une limite inférieure 
commune pour lim/ti = oo, mais non forcément une limite supé- 
rieure. On sait qu'alors I, F, F, ... sont des nombres transcen- 
dants de Liouville. Je dirai que ces nombres, satisfaisant aux 
conditions (i), (2) et (3), sont des nombres de Liouville corres- 
pondants. Une fois qu^on a formé au moins deux nombres de 
Liouville correspondants I et F, ce qui précise suffisamment les 
valeurs /i| de n, on peut évidemment considérer un ensemble S 
de nombres de Liouville correspondants; on voit que S dépend 
de I, V et des valeurs /t| . I et — I sont alors correspondants. 

I et 1' étant choisis, pour déterminer un pareil ensemble S, 
il n*est pas nécessaire de considérer toutes les valeurs /i| de n 



(' ) Ceci veat dire que I, par exemple, n'est pas de la forme a -h 61» où a et 6 
sont, à la fois, rationnels. 
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pour lesquelles (2) et (3) ont lieu : il suffit d*en considérer une 
infinité. Suivant la façon dont on choisira ces valeurs, on pourra, 
à Toccasion, avoir des ensembles S difl'érents. De même on pourra 
avoir d'autres ensembles S avec I et un nombre transcendant de 
Liouville J analogue à F, mais différent de F. 

D'après les définitions précédentes, on voit que I et F se corres- 
pondent, I et J se correspondent, mais F et J peuvent ne pas se 
correspondre. Finalement, pour préciser complètement la notion 
de correspondance, il faut se donner I, F et les /i,, ce qui déter- 
mine l'ensemble S. Aussi devra-t-on dire, quand on pourra craindre 
une ambiguïté, que I, F, F', . . . sont correspondants dans Ven^ 
semble S. 

On pourra encore considérer des correspondances plus parti- 
culières en introduisant de nouvelles conditions à satisfaire par I, 
F, ..., spécifier par exemple, comme je Pai indiqué ailleurs (*), 
que f;,^ est plus grand qu'une certaine fonction de /if, croissant 
indéfiniment avec n^y mais plus ou moins vite. 

On pourra aussi spécifier que I, F, F, ... sont réels, et que 

I — î 1'— l' 

sont tous de même signe pour chaque valeur n^ de /i, sans que 
l'on ait forcément I — !«, ^^ ï — ï/i| de même signe quand /i', ^ n^ . 
Avec celte restriction, I et — I ne se correspondent plus. Soit S' 
Fensemble des nombres de Liouville correspondants en ce second 
sens, pour des valeurs données de I, F el des aI|. Ces valeurs défi- 
nissent un ensemble S qui contient S'. 

Je considérerai encore, en supposant 1 et F positifs, les nombres 
de S' qui sont positifs : ils forment un ensemble S'^. Enfin, on 
pourra considérer les nombres de S" pour lesquels les tI,^, t'^ ... 
sont aussi limités supérieurement pour lim/ii = ao : ils forment un 
ensemble S'". 

Soient enfin Si, S'^, 8"^ , S^ les ensembles formés en adjoignant 
respectivement à S, S', S", S'" les nombres rationnels ou rationnels 
positifs. Je vais établir les propriétés suivantes : 



( * ) Introduction à la théorie des nombres transcendants et des propriétés 
arithmétiques des fonctions. Paris, Gauthier- Villars, 1906, p. 34. 
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Théorème I. — L'ensemble des nombres de S| forme un 
groupe par rapport aux quatre opérations fondamentales de 
l'arithmétique {addition, soustraction, multiplication, divi- 
sion). Toute Jonction rationnelle à coefficients rationnels 
réels ou imaginaires des nombres de S| appartient d Sj. 

Théorème II. — L'ensemble des nombres de S", {ou de S^) 
forme un groupe par rapport à l'addition et la multipli- 
cation. Tout polynôme à coefficients positifs Jormé avec les 
nombres de S* (ou de S'J') appartient à S\ (ou à S^) ( * ). 

J'établis le théorème I. Soient 

où Xn^=^^tn • • • ; des nombres de S|, /t étant un des nombres /i|, 
f{x. ^, . . .) la fraction rationnelle considérée dans Ténoncé; on a 

d'après la formule de Taylor. 

quand on y substitue à Xnj yni ••• leurs valeurs P/|Q~*, 
^/iQmS • • -1 et qu'on chasse les dénominateurs, sont des nombres 
rationnels /?;,çr^* ; p^^ q„ sont des polynômes à coefGcients entiers 
formés avec Pii= I/iQn, P'„= l'nQ/n • • • ? Q«> Q«» • • • ^ c'est-à-dire 
que, d'après (2) et (3), le module de Pnq'n est compris entre Q" 
et Qâ^, où (1) est fixe et positif, quel que soit n, pour la fonction / 
et les nombres x, y^ >. . considérés, puisque 9^, v^, . . . sont limités 
supérieurement et inférieurement. Si Jn = fi^u^yni • • •)» '® ™^" 
dule de la différence J — J,, est alors de la forme Q^"^", où ci)« 
est positif et limité inférieurement, c'est-à-dire que le nombre 
f{x, y^ "-) appartient à S| . Bien entendu, à l'occasion, ce nombre 
pourra être nul. 

Quant au théorème II, si l'on prend pour J =zf{js, y, ...) un 
polynôme à coefficients positifs, x, y^ ... étant positifs, la 



(') Il résulte en particulier de là que l'on définit au moins un ensemble S, 
et S* 4 l'aide du nombre I seul, satisfaisant à (i), (3) et (3). Pour définir com- 
plètement cet ensemble, il restera 4 choisir la suite des valeurs /t|. 
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démonstration est presque identique. Jii = /{'T„jy,t^ . . ,)s /^,.^, 
y^^, ... sont positifs et ^ o, A«, A*«, ... sont de même signe, 
d'après les propriétés de S"^, et 

OÙ limÇ„= o pour /i = oo. J — J;, étant de même signe que h„^ et 
son module de la forme Q;7*****", J appartient à S* . 

Une propriété correspondante a évidemment lieu quand x^ y, ... 
appartiennent à S^* c. q. f. d 



III. 



On vient de voir que toute fraction rationnelle à coefficients 
rationnels formée avec les nombres de Sf appartient à S|. Ceci 
indique la portée de la propriété suivante, que je vais établir : 

Théorème III. — Soient J^o^ J^*^ ..., Jf^^ l(^\ I(«>, ..., V^^ 
des nombres de Si dont les ^ -{- i premiers sont ^ o et tes y -^ i 
derniers distincts : il n'existe aucune identité de la forme 

V 

(4) 2"'""*''*'="> 



lorsque On croit suffisamment vite avec n^ pour les valeurs n^ 
de n qui servent à définir S|. Pour préciser ^ (4) est impossible 
quand 

pour une infinité des valeurs n^ de n assez grandes ( lim p,,^ = oc). 
En particulier, (4) est impossible lorsque les T*^, J'*^ sont des 
nombres de Liouville correspondants de la forme M-f-M|t, 
M et Ml étant des fractions rationnelles à coefficients entiers 
réels formées avec un nombre de Liouville réel dont le déve- 
loppement en fraction continue satisfait aux conditions du 
corollaire I du théorème I de notre Note du Bull. Soc. math., 
l. XXXIV, 1906, p. 219 (•). 

(') Il est intéressant de rapprocher ce théorème d'une propriété connue ana- 
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J'admets qifil y ait une îdentîté de la forme (4)* En en divisant 
les deux membres par J^^^e* , on obtient 



i-+-yj'^>j<oj-»e»^*^-'''=o. 



D'après le théorème I, les J^*^J^®-~' sont des nombres de Sip^o; 
les V^^ — V^^ sont des nombres de S| distincts et y^ o. Finalement 
on est ramené à une identité analogue à (4), mais où le premier 
terme est Tunilé et les exposants sont ^ o. Il suffit donc d'examiner 
ce dernier cas. 

Soit l'identité 

V 

(5) i-hyj<^Je'^''=o. 

1 

i^ démonstration de son impossibilité n'est qu'une modification 
convenable de la démonstration classique de la transcendance de e 
(Jordan, Cours d'Analyse lithographie de V École Polytech- 
nique), On part de l'identité 



j me-^ dz =--¥ {z^) -J^ e^t F(o), 







où Zx est réel ou imaginaire, xs=.ts{z) est un polynôme et 
F(.s) = T!T -h ht' 4- To'^ 4- . . . . On prend ici pour tsj le polynôme 

XL i 



avec \p — I = I .2.. .(/> — i), p étant un nombre premier très 

grand dont la valeur sera fixée tout à l'heure. 

On remarque de suite que les dérivées /n**"** de w par rapport 
aux I'*> sont formées d'un seul ou d'une partie des termes (*) 
de xs^^^{z) affectés du signe 4- ou — . 



logue due à M. Lindemann, et relative non plus aux nombres de Liouville, mais 
aux nombres algébriques, et d'une Communication de M. Rémoundos {Comptes 
rendus, i6 janvier igoS, p. i35). 
(') Chaque terme étant de la forme zK{z ^ I(»))^.. (a — l(*>)Pv. 
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On a, quel que soit nr, ridentîté 



^ f me-^dz=^F{:))^e^¥(o)\ 



e 





sMI existe une relation (5), on en conclut alors 

i" Soient IIi le premier membre, X une quantité égale à trois fois 
le plus grand des modules des quantités Jf'\ . . . , J^^^, V^\ . . . , V^\ 

V et 2 : on peut supposer l'intégrale / prise, dans le plan com- 

plexe des z^ le long de la droite joignant l'origine au point ^ : 

on a, sous le signe / , 

•/ 

I C-- I ^ «^, I rat U ( \p - 1 )-' Xvp^p-i . 
Dès lors, 

(7) I "i I ^ ( \p — I )-* Xvp+p+î c«^ < XMv+i) l^\^* < (Xî>-^««/>-t )p, 

dès que p est assez grand. 

2^ Je m'occupe maintenant du deuxième membre de (6). 
J'écrirai 

où n est un des nombres /i|, IJ^^= PJf^Q^^"* une des fractions de 
la suite (i) dont T*^ est limite, quand F*' est un nombre de Liou- 
ville. 

Soit ^ une des quantités o, I^*^, . . . , I^^^, avec /« == o quand 5 = o 
ou 5 rationnel, t^^ = o quand T*^ est rationnel, et 

(/i étant assez grand). On a 

F(5, 1(t', . . ., I(v)) == F(5) = F(U-^ /;,, ly) + /M), . . .^ |,v,^ ;jv,) 

^ =F«(i«)4./,.F;,^4./y>F;,(;)-4-...4- — ^/îF;,.-h...^-h..., 

XXXT. 3 
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F.d. » = F» !.. IJ ï^. = w^ l,.—iw..I, »—.-.. 

D'après ce qa*oo a ▼«, J^at • 'Va»'- — • '^^ — «o«l formés 

cfaacim de toal on partie des leriMes« Bolûplics par z=:i« de F«^l«). 
On aura doue une Umîte sapcrieare da OKidsle de lo«les ces qoai»- 
tilés en cberchaal vne liwte sopêne«re L^ de b soiMe des mo- 
doles des lenaes de Fa(l«). Soteat p«i J^« z^ (j), — les fiailes 
sapérîenres aoalo^ves pour v«i j u wf^^ zu — : om a. po«r s = 4 
oa 2 = I«, si FoB Te«t. 

oà les yi. /i. . . . $oal des prodaits ^^ î — f,* ^ . . .» j — ^IT)^? 

en naoilMe respeetÎTeoieBl ^ -» -î- i • (S ^ i »- a^ec 5*$/>. 

Alors 

oà u. 2 ^^ -f- /> — I . el 

Celie iaé^&ilé a lien que Ton prenne •) é^l ào« 1* . . . . , oo 1^^ 
Ceci posé* d'après (8V 

oà 

paîsqne FTj^ ea de degré ^p -^ p — i* t^^ étanl celle des quan- 

tités /«, AJ t^' dont le Bodole est le plus grand. On conclut 

deb 

J * F< I * » = . J.* --/> > [F,. 1/ > -^ •/ î = J/ F,i I.* > -K ;.* , 



I^'apres le séiK raèoaacscst. 9 est assst liaiite ssfcricwrr 4e |/» — t F( A 



- 35 — 

JJf^ étant une des fractions de la suite (i) dont J^*^ est la limite 
et J(*^= (J«'4-yifO Un'=^ q^and Jf*> est rationnel); 

I a*^ 1 1 \jl^' I ? H- 2^1 Oi*> |< Kl |( V -f- O^vp^îP-ic?, 

/)!, étant celle des quantités t^, j\l\ . . ., yJJ'^ dont le module est le 
plus grand. Le second membre de (6) changé de signe s'écrit 
alors 

V V 



où 



(9) IX«l<IC|(v-+-l)«VAM-î,>o. 

(6) donne donc 

(10) fn=—Xn— Il I = — ^n, 

OÙ, d'après (7) et (9), quand/? est assez grand, 

(11) I 4^^ I <(X«v+l<5;>-l)/'-i- I /J l/jepv+ep. 

En précisant cette limite supérieure de|^n|i et déterminant une 
limite inférieure de \/n\ pour la valeur de n considérée et une 
valeur correspondante convenable de p, je vais établir Timpossi- 
bilité de (10) dans les conditions indiquées an théorème III. 

J'étudie /a : en s'inspirant de la démonstration classique précitée 
de la transcendance de e, on voit que 

F„(o)= m„(o)-h m;,(o)-H. . ., 

où les p — 1 premières quantités tîT;,(o), tij^,(o), ... sont nulles; 
fs^f'*\o) est de la forme 

(-i)vp(iy)...,(v))p. 

xs^f\o)j ©î/'^^^o), . . . sont de la forme 

(12) />*(ii/\...,nr), 

où ^ est un pol^^nome en IJ/ , ..., IJJ'^ à coeflicients entiers de 
degré ^/>v. 
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On voit encore que 



mn{z) = 



\p. 



— 1 



a, pour z = V^\ ses p — i premières dérivées nulles et toutes les 
autres de la même forme (12). Finalement, soit 

OÙ Qîf\ <7Îf' sont réels et satisfont(*) aux conditions (i), (2)et(3); 
on a 



/« = 



^i.' ...^"«^'iQ«* ...Q*:m''" 



où W est un entier, réel ou imaginaire. 

Soil Çn le plus grand des nombres q^^\ . . ., q^^\ Q» '» • • •» Ql»'* 
D'après (3), le dénominateur de /^ est de la forme ^{^"y où 9„ est 
limité supérieurement et inférieurement. Quant au numérateur, 
si W = o, ileslp^o, et son module est ^i; si Vp^o, le numé- 
rateur a son module ^i ou est nul : dans ce dernier cas, le carré 
du module de chacun des deux termes du numérateur aurait même 
valeur; or, le carré du module du premier terme est 

puisque les QJf* et les yj,*^ sont réels. D'après (3), chaque facteur 
du second membre de N étant =9^, où 9 est fini, tout facteur pre- 
mier du nombre N est Sq^. Si donc on prend le nombre premier 
arbitraire p^=zq^^y où a» est > o", on voit que les carrés des 
modules des deux termes du numérateur de /m ne peuvent être 
égaux; donc alors, en tout cas, le numérateur de /a est un 
entier ^ o, dont le module est ^ i . 

Finalement, on aura, pour la valeur de/? en question, 

|/«| = q^^ ("c fixe convenable > o), 

et, d'après (10) et (i i), 

(li) 9-rT<(X«v-»-«tf/r-»)/»-f-|/;|/>«/»>H-6/». 



(') Quand Vy^-=\^Ji'^ ou J(*)= jj/^^ sont rationnels (/» assez grand), on peut 
toujours les mettre sous une forme satisfaisant à ces conditions, avec tJ^ = oo. 
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D^une part, 

car 

si (X/i est assez grand; d'autre part, d'après (3), 
et 

(l5) I /;|;,«/n^«/'Sçr-T.9„^6;,a,(v^i)<^-tA^< ^^-,,t, 



pourvu que 



ou 



îi/?T < T, 9« — 6/? a„( V -h i), 



Il sufBra que 

autrement dit que Ton ait pour toute valeur de ^i assez grande (ou 
même pour une infinité des valeurs /?|) 

si grand que soit le nombre positif a (*). 

La condition (17) étant supposée satisfaite par l'ensemble S|, 
(i4) et (i5) ont lieu, et (i3) est impossible, par suite aussi (6), 
(5) et (4)* La première partie du théorème III se trouve ainsi 
établie. 

Je me reporte maintenant aux considérations qui suivent le 
théorème I de ma dernière Note du Bulletin de la Société mathé- 
matique, 1906, p. 216, intitulée : Sur les nombres transcendants 
dont le développement en fraction continue est quasi-périodique 
et sur les nombres de Liouville, Soit le nombre réel de Liouville 

(18) 5 = co-4- 1 : C|-Hi : cj-h. . ., 

(*) L'existence du nombre premier p>q^ est alors une conséquence immé- 



diate du postulat de Bertrand établi par Tchebychef : il y a toujours un nombre 
premier entre l'entier^ et l'entier ly. 
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d'ordre ^(3, e) dans la première classification (e positif arbitraire), 
Y^ le plus grand des entiers positifs Co, C| , . . ., o : la condition (17) 
sera satisfaite par la 5*^*"* réduite de 5 si Ton a la condition ana- 
logue à rinégalité (5 bis) de cette Note 

logc^+i > Y*'* (%' comme a^ : 

l'ordre étant quelconque, mais ^(3, e), il j a toujours des frac- 
tions continues satisfaisant à cette inégalité pour une infinité de 
valeurs des. L'ensemble S| correspondant à d pour ces valeurs de 5 
satisfait au théorème III. 

Enfin, quand le nombre réel de Liouville (18) satisfait aux 
conditions du corollaire I du théorème I de la même Note, on voit 
encore que (17) aura lieu si, pour une infinité de valeurs de 5, 

OU, a fortiori, si 

il suffit, si X = ^^,-4(5) >► a! s, e^';>x^j pour x assez grand, ce qui 
a lieu. Les fractions rationnelles à coefficients entiers réels M, M| 
formées avec le nombre «-3 et les nombres de l'ensemble S| corres- 
pondant satisfont à (17); ces nombres comprenant ceux de la 
forme M-f-M|/, la deuxième partie du théorème III se trouve 
établie. c. q. f. d. 

Ce théorème comporte une série de corollaires presque immé- 
diats qui valent la peine, semble-t-il, d'être énoncés isolément. 

Je désigne toujours par 5 un nombre ^éo de la forme (*) 
M 4- M| I, où M et M| sont des nombres de Liouville réels de S, 
satisfaisant à (17) ou des nombres rationnels. 

Corollaire I. — e^^ cos5, sin^3, l9Lng^ sont des nombres trans- 
cendants. 

Si X = a -i- biy où a et 6 sont rationnels et réels, x appartient 



(' ) C'est la forme générale des nombres de S, [Introduction à la théorie des 
nombres transcendants, p. 4^, note (i)J. 
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à S|, quel que soit le nombre de Liouville d satisfaisant à (17). 
Donc : 

Corollaire II. — c^, où Xy6.o est rationnel, réel ou imagi- 
naire quelconque, n'est racine d'aucune équation algébrique 
dont les coefficients sont des polynômes, à coefficients rationnels, 
formés as^ec un même nombre de Liouville satisfaisant à (17); 
il en est de même de cosx, sinj?, langx. 

En particulier, x^o étant rationnel et réel, quelconque, e^, 
cos^, sin^c, langer, qui sont transcendants (*), ne peuvent être 
des nombres de Liouville satisfaisant à (17). Par suite, on peut 
assigner une limite supérieure de leur ordre, c'est-à-dire de la 
croissance des quotients incomplets de leur développement en 
fraction continue arithmétique. 

Ces fractions continues ne peuvent en effet satisfaire au^c condi- 
tions du corollaire I du théorème I de notre Note précitée du Bull. 
Soc. Math., 1906, p. '2ig : si 

Co^- ' : Ci-Hi : Cj-i-. . .-f-i : Crt-h... (cn entier) 

est une de ces fractions, et si kn est le plus petit entier positif ou 
négatif tel que c,i'^eft^(n), on a, par suite, dès que n est assez 
grand, Af/t^n*"^*, si petit que soit le nombre positif fixe e. 

Corollaire III. — Le logarithme népérien d'un nombre de S, 
n'est pas un nombre deS^\ le logarithme népérien d'un nombre 
algébrique n'est pas un nombre de S,. Le développement en 
fraction continue du logarithme népérien d'un nombre algé- 
brique réel > I a son ordre limité (^) comme au corollaire IL 

En effet, si d et J sont deux nombres de S|, on n'a pas ^ = e', 
log^ = J. D'autre part, soit^ un nombre algébrique : on n'a pas 
y = <?\ logy = 5. 



(*) La démoQslratioa du lliéorème IJI suffit pour montrer que sio^, cosâ?, 
tango? sont traasceadaals pour x rationnel ^ o et réel, sans qu'il soit nécessaire 
de recourir au théorème général connu de M. Lindemann. 

{*) Ceci s'applique en particulier à Log nép.(i4-^) (constante de M. Laisant). 
Je remarque, en cours d'impression, qu'il en est de même du développement eo 
fraction continue de it, puisque e*'= — i. 
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Remarque, — On pourrait essayer de généraliser le théo- 
rème III et ses corollaires en considérant Tensemble 2 formé des 
nombres de S| et des nombres algébriques par rapport à S|, c'est- 
à-dire des nombres racines d^équations algébriques dont les coef- 
ficients sont des nombres de S|. On aurait ainsi, semble-t-il, l'ex- 
tension la plus générale du théorème précité de M. Lindemann. 

Pour une pareille tentative, il conviendra de se reporter aux 
travaux de M. Lindemann {Math, Ann., t. XX, 1882, p. 2i3) et 
de Weierstrass {Sitzungsberichte der BerL Akad,, i885, 
p. 1067), en cherchant à suivre une marche analogue. 



IV. 

Je vais maintenant établir la propriété suivante : 

Théorème IV. — Soient ai, aa, ..., a^ des nombres rationnels 
> 1, 1^*^, V^\ . . ., F^^ (tes nombres de Liouville > i appartenant 
à un ensemble S" satisfaisant « (17). Tout polynôme ^ à coef- 
ficients entiers positif s formé avec les nombres VJ\ a\ , VJ^^ , 
lO'J*»* est un nombre transcendant, 

La même conclusion subsiste quand «i, a-j, .. ., a^ sont des 
nombres rationnels positifs quelconques ^z^i, F*^, ¥^\ ..., V^^ 
des nombres de Liouville positifs quelconques fonctions ration- 
nelles à coefficients entiers réels, d^un même nombre de Liou- 
ville positif ^ satisfaisant à (17)1 pourvu que la fonction W{x) 
obtenue en remplaçant 5 par x dans le polynôme i( dépende 
de X. 

Soit une quantité ^ limite pour n infini d'une suite de quan- 
tités '1^4, ^2? •••) ^111 •••) ^^^ ^/i ^^^ "^^ fonction de quantités 
rationnelles 

ayant elles-mêmes pour limites quand n croit indéfiniment i, Ç', . . . , 
en sorte que 

Les \y Ç\ ... seront des nombres transcendants de Liouville ou 
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des nombres rationnels en nombre fini : Tun au moins sera un 
nombre de Liouville. 

Je suppose que, pour une infinité de valeurs de /i, |A — ^„\ 
possède une limite supérieure In^o et fonction de n, quand les i, 
W ... prennent une série de valeurs appartenant à un certain 
ensemble de nombres (par exemple S, S', S", S'", S|, . . .) : /« tend 



I 
vers o avec — • 
n 



J'admets alors que la quantité ^ puisse être racine d'une équation 
algébrique donnée irréductible arbitraire /(ar) = o à coefficients 
entiers : iff^=zXn est une valeur approchée de la racine. On aura, 
pour n assez grand, 

où |M|>i|/'(^)| est fini, et 

('9) |/(a;«)|</«M. 

D'autre part, si Ton peut, par un procédé quelconque, avoir une 
limite inférieure X« ^ o et fonction de /i de la quantité |/(^«)| 
dès que n est assez grand, on devra avoir 

Si cette condition n'a pas lieu pour toute valeur de n assez 
grande, i/ est un nombre transcendant. 

J'envisage un cas plus particulier, celui où i/n ^^t un nombre 
algébrique racine d'une équation à coefficients entiers 

(20) F;,(j')= Bo^r''. -4- BiaT^»»- >-!-... -h Brf„= o, 

de racines 

La fonction 

est un entier fonction de n. L'équation f{x) = o ne peut avoir en 
commun avec F;i une racine sans diviser F^ : si l'on peut établir 
qu'il n'en est pas ainsi, <I»;,^o et |<I»;,|^i. On déterminera une 
limite supérieure des |'/|/|, et l'on en déduira une limite supé- 
rieure [X/i des \f{t\i) |, en sorte que 

(M) |/(4'«)l = |/(^i)l = l*«l|BÏ-/(T,0.../(^«)| »âB7^-fx«''-^*=L„; 



^ 
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on pourra prendre X;i= L/,, et il faudra 

En choisissant, si cela est possible^ les Ç — Ç^ de façon que 
(23) /«Bi-îii--> 

lende vers o pour une infinité de valeurs de n croissant indéfini- 
ment, on obtient des quantités ^ qui sont des nombres trans- 
cendants. 

Ces principes généraux posés^ je vais en faire une application : 
soient ai, ^2, . . . , a|i. un nombre fini de nombres rationnels réels 
positifs > o, 1^*^, I^^^, ..., I^^^ un nombre fini de nombres de 
Liouville réels positifs appartenant à un ensemble S'. Je prends 
pour ^, W ... des quantités quelconques de la forme 



!(/•) 



(a3 6w) VJ\ af, I'^^' , l^>\ 



i ' 



Il y a un cas où l'on est sûr que ^ — J/„ pé o , puisque les nombres d 
de S' sont tels que les 9 — 1„ sont tous de même signe, c'est celui 
où, remplaçant VJ^ par x^\ quel que soit y, dans J/, ^ devient, au 
voisinage du système de valeurs x^*^=V^^, x^^^ = V^\ ..• une 
fonction W simultanément croissante ou décroissante de toutes 
les variables j?^'^, x^^\ Exemples : 

i" ^ est une fonction rationnelle à coefficients entiers réels des 
quantités (23 6/5), et les r*\ ..., T^^ sont des fonctions ration- 
nelles, à coefficients rationnels réels, d'un même nombre d de 
Liouville réel : remplaçante par Xy il suffira que W dépende eflec- 
tivement de x pour que ^ — ^^ soit ^ o quand x = -3, dès que n 
est assez grand ( * ). Ainsi, quand ^ = ar^-^ a"""^, 4 — ^„yt£o; 

2** i = V AÇ*^Ç'**'. . . est un polynôme en 5, 5', ... à coefficients 

entiers positifs, et les a/ et les 10'^ sont tous >> i ; daus ce 
deuxième cas, que je vais seul considérer, en observant que les 
mêmes raisonnements s'appliquent en partie dans le premier, 
quand on fait varier les x^J^ de quantités suffisamment petites 



0-) 



,(») 



^x^j^ toutes de même signe, ^^J\ AaJ , Ix^^^ , Ar^^'^*' sont tous 



(^) La fooctioo W{x) est, en efiet, mooodroaie aux environs de x=sd. 
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du signe des ^^J\ el aussi AW. Dès que n est assez grand, on est 
sûr que if — <j;„p^ o. 

Ceci posé, dans ce même cas, 

et \if — i(n\ & une limite supérieure de la forme Xl^;,, où \ est une 
constante et ^n une limite supérieure des quantités \VJ^ — IJ/^(. 
D'après les relations (2), (3) et (19), on pourra poser 

(23 ter) I ^/ -^'n |âXÇ«gQ-^9-= /„, |/(i|/«) | i /«M, 

où T >- o est une constante limitée inférieurement. 

D'autre part, d et J étant deux quelconques des nombres 
V^\ . . . , I^^^, les Ç«, ÇJ^, . . . sont chacun d'une des formes 

p 
!/«> l^j "^ Ifr, 12 {P^ q entiers > o), 

avec 

U=P«Q;.'>i, j«=p;,Q;r»>i, pq-'>\\ 

\n^ i/i) • • • ^^^^ racines d'équations algébriques d'une des formes 

/ Qp;.^;. _ pp; = o, Qjrrv -- PS = o. 

Si Ton remplace dans ^/i, de toutes les manières possibles, 
chacune des quantités Ç^, ^'^, . .. par les diverses racines de celles 
des équations (^4) dont elle est racine, on obtient dn quantités 
conjuguées yji = <}/;,, yjjj •••) ^irf, quî sont racines d'une même 
équation algébrique F/|=: o à coefficients entiers de la forme (20). 

J'admets que if soit racine dey(j7) = o, c'est-à-dire soit algé- 
brique. 

Je dis d'abord que f{r\i) ^z^ o. En ellet, si f(r\i) = o, f{x), qui 
est irréductible, divisera ¥n{x)\ toutes les racines de /(^), et en 
particulier if^ seront parmi les quantités yji, 7^2, ..., r\a^. Les 
racines des équations (24) sont d'ailleurs d'une des formes 

où k est un des entiers o, 1,2, ..., Q« — i, A:^ un des entiers o, 
1,2, . . . , Q), — I , Ar^ un des entiers o, i , 2, . . . , ^ — i . On auraj 



> 
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« 

par exemple, une égalité de la forme 

D^abord, quand les ^ — l„ sont tous positifs, c^est-à-dire puisque 
ai> 1 , VJ^ > I , quand les 5 — I/i dans S' sont tons positifs, le mo- 
dule du second membre est <C ^^ et Tégalité est impossible; 
alors /{jii) est ^ o. Quand les l\ — I;, sont tous négatifs, *y^ étant 
réel, ainsi que <J//,, 

I — cos27r((i)A-Q~*-H...) tend vers o quand n croît indéfiniment, 
puisque i/n — ^ tend alors vers o, c'est-à-dire que, Nj, étant entier, 

2^(0) ArQ^' -h . . .) = crn^ = au(X ± e;. ), 

X/I X/l • • • 

avec X entier, lime),= o pour /? = 00. 

Or Q/iQ^... est de la forme QJ" (o*,, limité supérieurement et 
inférieurement), d'après (3); i — cos9.TzÇk±t'^) est nul ou au 
moins de l'ordre de grandeur de e)f, c'est-à-dire ^Q^, où a 
est un nombre fixe convenable ]^o; il en serait de même de 
l^/i — ^«It^^ï c^ir les cjj ne sont pas tons nuls; mais ifn — 'i 
est ^o et au plus de l'ordre de grandeur de Q^^^", d'après ce 
qu'on a vu [équation (23 ter)\\ on est donc conduit à une impos- 
sibilité quand n est assez grand. 

Finalement, /(*/</) est ^ o quand les 5 — \n dans S" sont tous 
à la fois positifs ou négatifs (* ). 

(*) On remarquera que, si Ton suit des procédés de raisonnemenl analogues 

dans le premier cas mentionné plus haut, en supposant ^ s=\ A^**^'**'. . ., où A, 

\y W ... sont positifs et les I^'> fonctions rationnelles, à coefRcients rationnels 
réels, d'un même nombre é( de Liouvilleréel (a,- et I(/>>o),on est sûr que \^ — ^'Jt^o 
pour une infînité de valeurs de n, si ^ dépend de â?; on a encore (^3 <er), (a4) 
avec pq-^ > o, | ^„— + | > o, 

I — cos2'ïï(X ± sjj) = X,s^» (X, uni >o), 

les s^ n'étant pas tous nuls, puisque | 4^ ~~ ^n I t^ o- ^^ ^^^ également conduit 
à un résultat absurde, c'est-à-dire que /(^.) est aussi 9^ o. Il est inutile de 
s'occuper du signe des quantités !(/> — \^i\ 

Dans le cas considéré ici, les raisonnements qui suivent s'appliquent à peu près 
identiquement. 
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jJJe suppose donc f{'r\i)^o. On a, dans (21), |<^rt|^i. Une 
limite supérieure des */;/ est précisément ifn \ si 8 est une limite 
supérieure du degré et des valeurs absolues des coefficients 

de/(:c), 

(a5) \f{rii)\U^~^iy^\^^n<k\ 

où A' est un nombre fixe. II reste à obtenir une limite supérieure 
de Bq et de dn^ 

Le nombre des quantités i, W ... distinctes dans ^ est limité; 
quand on substitue dans ifa à \n^ i',19 ••• les diverses racines des 
équations (24), le nombre rf« des quantités yji, 7^2, ..., t^^^ 
obtenues est au plus égal à un nombre de la forme Q^;", où O/i est 
limité supérieurement, diaprés (2) et (3). Donc 

(26) ^n^Q^} (0 positif indépendant de n). 

Je fais dans les équations (24) le changement de variables res- 
pectif 

il vient les équations 

Si [jl' est un entier supérieur an double de la plus grande des 
quantités F*^, ..., ^^^ ai, ..., a^j quand n est assez grand, les 
racines des équations (27) sont des entiers algébriques. Posant 

ï«=PnQn», U=9nq-^\ U=P«Q7r«'' «U 5n=PnQ^^ 

suivant celle des équations (27) dont \ est racine, et des relations 
analogues pour Ç',^, ..., on peut déterminer un nombre V/i^v', dès 
que n dépasse une certaine limite, et tel que 

où les A/t sont entiers, et ^/i un entier algébrique; ^« et ses con- 
juguées sont racines d'une équation algébrique en z de degré <//,, 
où le coefficient de la plus haute puissance de z est l'unité 

i(n et ses conjuguées sont alors racines de Péquation à coefficients 
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entiers 

équation qui, ayant mêmes racines que l'équation (20), est telle 
que, d'après (26), l'on peut prendre 

(28) Bo£Gi-iQy/-lQX< 

Il ne reste plus qu'à rapprocher les conditions (aS), (23/^/*), 
(25), (26) et (28); il en résulte que ^ sera transcendant si 

tend vers o pour une infinité de valeurs de n croissant indéfini- 
ment. La condition suffisante ainsi obtenue est encore la con- 
dition (i7). Il s'ensuit qu'elle a lieu pour tous les nombres 
réels >> I d'un ensemble S'^ satisfaisante (17), en particulier d'un 
ensemble S'^ défini par un nombre d >> i de Lionrille remplissant 
les conditions du corollaire I du théorème I de notre Note pré- 
citée du Bull. Soc, math. 

En tenant compte de ce qui a été dit pour le premier cas, on 
obtient le théorème IV. c. q. f. d. 

Ce théorème comporte encore un certain nombre de corollaires 
presque immédiats et qui valent la peine, semble-t-il, d'être 
énoncés isolément. 

Corollaire I. — 5 étant un nombre réel de Liouville, positif 
ou négatif, satisfaisant ^(17), a*^, où a est rationnel > o e^ ^ i , 
est transcendant. 

Corollaire IL — 5 étant un nombre réel de Liouville, > o 
et satisfaisant ^ (17), 5^ est transcendant. 

Corollaire IIL — Le logarithme d'un nombre rationnel ou 
algébrique réel l>i, dans le système de base a rationnelle >-o 
et 72^ I , ne peut être un nombre de Liouville satisfaisant d (i 7) ; 
par suite son développement en fraction continue ( * ) arithmé- 
tique a son ordre limité comme au corollaire II du théorème IIL 



( ^ ) Ce logarithme peut être rationnel : le logarithme de v/â est - avec la base s; 

mais log^ est irrationnel avec la base 3. De même, la racine positive de 47*= m 
peut être rationnelle car a'= 4f fi^M la racine de â^'= 2 est irrationnelle. 
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Corollaire IV. — A>i racine positive de U équation x^= m, 
où m est algébrique >• i, /le peut être un nombre de Liouville 
satisfaisant d (17); par suite, son développement en Jraction 
continue a son ordre limité comme ci^dessus. 

Enfin, je mentionnerai encore ce corollaire à titre d'exemple : 

Corollaire V. — Tout étant posé comme au corollaire 1, 
a^ -h a~^ est transcendant. 



Car si, par exemple, -'i >• o, a""^ = (-) 



Je me contenterai d^'ndiquer la possibilité d'extensions du théo- 
rème IV par les procédés précédents pour d'autres formes de ^ ( * ). 



NOTE RELATIVE AUX POINTS D'INTERSECTION 
DES COURBES ALGÉBRIQUES; 

Par m. Félix Lucas. 



On sait que le groupe des points d'intersection de deux courbes 
algébriques planes du même degré présente, lorsque ce degré sur- 
passe 3, cette intéressante particularité qu'il existe entre ces points 
certaines liaisons inévitables. S'il s'agit, par exemple, de deux 
cubiques, leurs neuf points d'intersection sont tels que huit d'entre 
eux déterminent le neuvième, car toutes les cubiques du faisceau 
déterminé par ces huit points passent nécessairement par ce 



(') Addilions à la bibliograpliie indiquée par moi à la page 378 de mon Intro- 
duction à la théorie des nombres transcendants, article Nombres transcen^ 
dants. 

A. HuRWiTZ, Acta mathematica, t. XiV, 1890, p. au; Math. Ann., t. XXII, 
p. !iii; t. XXXII, p. 583; t. XXXIII, p. 2^9; t. XLIV, p. 417; Gôttinger Nachr., 
1893, p. 330; Naturforsch. Gesellschaft, 1896, p. 34. Le premier de ces Mémoires 
renferme des résultats très élégants sur la réductibilité des fonctions entières A 
coefficients rationnels, le dernier sur la théorie des fractions continues. 

Staeckel, Acta Math., t. XXV. 

Fabbr, Math. Ann., t. LVIII. 

Je dois en grande partie ces renseignements complémentaires à une obligeante 
communication de MM. Hurwitz et Landau. 
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neuvième. S^agît-il, plus généralement, de deux courbes du 
degré m supérieur à 2, il suffit de 



/n(/?i-h 3) 

— i —I 

1 

points quelconques du plan pour déterminer un faisceau de ces 
courbes lesquelles ont m^ points communs, en sorte que 

m(m — '^ ) 

points viennent s^adjoindre aux précédents en se liant avec eux. 

Parmi les conséquences intéressantes qui résultent de ces 
liaisons, nous nous proposons ici d*en étudier une dont voici l'in- 
dication. Si Ton sépare un point du groupe des m^ pivots, en 
imposant à une courbe algébrique passant par les /n^ — i autres 
pivots la condition de ne pas passer par le premier, le degré de 
cette courbe sera nécessairement supérieur à m. Quel sera le 
minimum possible du degré et quelle sera l'équation générale de 
la courbe? Tel est le problème que nous allons résoudre. 

Je prends pour origine des coordonnées (les axes rectangulaires 
restant quelconques) celui des m'-* pivots qui doit être isolé du 
groupe. Les équations des deux courbes du degré m qui déter- 
minent ces m* pivots seront alors dépourvues de terme constant; 
désignons ces équations par 

(I) U=o 

et 

{1) V = o. 

Considérant la première, je divise le coefficient de chacun de 
ses termes par le degré de ce terme, et j'obtiens l'équation d'une 
courbe auxiliaire du même degré m, 

(3) tt=o; 

je puis alors écrire l'équation (1) sous la forme 

(4) \} =xux-hyu,'y=o. 

Opérant de même pour l'équation (2), je considère la courbe 
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auxiliaire 

(5) 1^ = 0, 

et je puis écrire 

(6) \ =ixv'j.-i'yif'y=io. 

Prenons le rapport — dans chacune des équations (4) et (6) et 
égalons les deux valeurs de ce rapport, nous aurons 

(7) W = ai(;;-i*;i;i = o, 

équation du degré 2(m — i). Cette courbe passe par les (m^ — i) 
pivots, autres que Forigine des coordonnées, communs aux deux 
courbes U et V; elle passe, d'autre part, par les (m — i)^ pivots 
du faisceau de courbes du degré (m — i) 

X désignant un paramètre arbitraire, ainsi que par les (m — i)^ 
pivots du faisceau de courbes du degré (m — i) 

Le nombre total des points ainsi désignés appartenant à la courbe W 

est 

3m* — im -+■ i; 

il est supérieur, lorsque m surpasse 2, au nombre 

2 m* — m — I 

des points nécessaires pour déterminer une courbe du même degré 
2 (m — i) que la courbe W; la valeur de Texccs dont il s'agit est 
m* — 3m + 2. 

Cela posé, désignons par ^ et ^ deux polynômes du degré 
(m — 2) à coefficients arbitraires, et formons Téquation 

(8) U<pH- V4/-h W = o; 

nous aurons l'équation générale des courbes du degré 2 (m — i) 
qui passent par les (m^ — i) pivots, autres que l'origine des coor- 
données, communs aux deux courbes U et V. Je dis Féquation 
générale; en voici le motif. Pour déterminer une courbe du degré 

XXIV. 4 
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2 (m — i) à laquelle on impose préalablement la condllion de 
passer par m^ — i points donnés, il est nécessaire et suffisant de 
se donner m(/w — i) autres points de cette courbe. Comme ce 
nombre m(m — i) est précisément celui des coefficients arbitraires 
introduits dans l'équation (8) par les poljnomes cp et ^, on déter- 
minera ces paramètres, considérés comme des inconnues, au moyen 
d'un système de //i(m — i) équations linéaires à nombre égal 
d'inconnues. Encore faut-il que les /w(m — i) poinls considérés 
ne soient pas groupés de manière à rendre incompatibles les 
équations linéaires; pour ne citer qu'un cas d^mpossibililé, 
lequel est d'une complète évidence, indiquons la disposition de 
plus de a(/n — i) points sur une ligne droite qui passerait par 
l'origine des coordonnées. Si certains groupements des mi^m — i) 
points conduisaient à des cas d'indétermination, on pourrait 
imposer aux coefficienls des polynômes ^ et ']; quelques conditions 
supplémentaires. Quoi qu'il en soil, nous pouvons regarder comme 
un fait acquis que l'équation (8) est l'équation générale des 
courbes du degré i{m — i) qui passent par les (m — i)^ points 
d'intersection (autres que l'origine des coordonnées) des deux 
courbes V et W, 

Dans cette équation (8) le nombre des termes du plus haut 
degré (c'est-à-dire du degré 2/w — 2) est égal à 2/n — 1 , alors que le 
nombre des coefficients des termes du plus haut degré (c'est-à-dire 
du drgré m — 2) dans l'ensemble des deux polynômes ^ et ^ est 
seulemeiii de 2m — 2. Il est par conséquent impossible de choisir 
ces coefficients de manière à abaisser d'une unité le degré de 
l'équation (8). Cette observation nous indique qu'il ne doit pa^ 
exister de courbes d'un degré inférieur à 2(/n — 1) pouvant passer 
par les m^ — 1 pivots, autres que l'origine des coordonnées, des 
courbes U et V, sans passer en même temps par cette origine. 
Encore reste-t-il à démontrer, pour confirmer cette prévision, que 
le premier membre de l'équation (8) ne peut pas se décomposer 
en deux facteurs dont l'un représenterait une courbe ne passant 
par aucun des pivots des courbes données U et V; voici d'abord à 
ce sujet une observation très simple. 
Supposons qu'une courbe 
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d*un degré supérieur à m mais inférieur à 2(/w — i), passe par les 
m^ — I pivots sans passer par l'origine des coordonnées; nous 
pourrons lui adjoindre une courbe entièrement arbitraire 



V = o, 



d'un degré égal à l'excès de 2 (m — i) sur le degré de la courbe jjl, 
cette courbe v ne passant par aucun des m^ points d'intersection 
de U et de V. L'équation, du degré 2 (m — 1 ), 

(9) [^v = o, 

devra se trouver comprise dans l'équation générale (8); il devra 
donc être possible de déterminer les coefficients des polynômes cp 
et ^ de manière à identifier les premiers membres des équations 
(8) et (9). Or, en supposant, ce qui est permis, que dans chacun 
des polynômes mis en cause la valeur absolue du terme constant 
soit égale à Tunité, nous voyons que, dans chacun des premiers 
membres des équations (8) et (9), le nombre des coefficients 
(autres que le terme constant) est égal à ?.m^ — m — 1, tandis que 
dans l'ensemble des polynômes y et ^|; le nombre des coefficients 
n'est que de m* — m. Par conséquent l'identification des deux 
équations (8) et (9) exigerait la solution de am^ — m — i équations 
à m^ — m inconnues seulement; il ne parait pas téméraire d'ad- 
mettre que cette insuffisance du nombre des inconnues démontre 
l'impossibilité de l'identification. 

Quoi qu'il en soit, on peut arriver au but avec une rigueur 
incontestable par le raisonnement suivant, qui nous a été indiqué 
par notre collègue de la Société mathématique, M. Blute! . 

Dans la courbe arbitraire 



v = o, 



nous pouvons faire entrer la droite 

parallèle à l'axe des y et assujettie à cette seule condition de ne 
passer par aucun des points communs aux courbes données (J et V. 
En faisant x =^ o dans l'équation (8), nous obtiendrons l'identité, 
par rapport à y^ 

(10) Uo<fo-^- Vo^'o-»- Wo = o. 
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Attribuons à^ la valeur d'une des m racines de l'équation 

Uo=o, 
que nous pouvons également écrire sous la forme 

(«0 ^o(Mi:)o-4-^(My)o=0; 

ridentité (lo) deviendra 
ou, sous une autre forme 

Prenons dans (i i) la valeur de {Ujg)^ et portons-la dans (la); il 
viendra, réductions faites, 

(l3) Vo[jro^/o-(M;)o]=o. 

Le premier facteur Vo ne peut pas être nul, car, s'il l'était, le 
point (j7o} y)i qui appartient à la droite x=^Xq^ serait commun 
aux deux courbes U et V, contrairement à l'hypothèse que nous 
avons faite sur celte droite. Il faut donc que le second facteur soit 
nul et cela pour chacune des m valeurs racines de Uo=o qu'il 
nous est possible d'attribuer ky\ par conséquent ce second facteur 
est identiquement nul; il en résulte que notre droite ^=r:ro doit 
faire partie de la courbe 

(i4) ar^' — ay=o. 

En prenant dans (i i) la valeur de (</L)o, au lieu de (^x)*' P^^r la 
porter dans (12) et raisonnant ensuite comme ci-dessus, nous 
trouverons que notre droite j? = j^o doit faire partie de la courbe 

(i5) ji};-f-ai=o. 

Puisque les deux premiers membres des oquatious (i4) et (i5) 
sont divisibles par [x — ^0), il en est de même du premier 
membre de l'équation 

(16) xu'jc-k-yu'y=ziy, 

que nous obtenons en éliminant if entre (i4) et (i5). 
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Or le premier membre de cette équation (i6) est identiquement 
le polynôme U. Nous arrivons donc à ce résultat inadmissible que 
notre droite x = Xq^ laquelle est tout à fait arbitraire, ferait partie 
de la courbe U = o. Il faut donc rejeter l'hypothèse de l'existence 
d'une courbe d'un degré inférieur à 2(m — i) qui passerait par les 
/w* — I points d'intersection, autres que l'origine des coordonnées, 
des courbes U et V, sans passer en même temps par ladite origine 
des coordonnées. 

De là ce théorème : // est impossible de faire passer une 
courbe de degré inférieur à 2 (m — i) par tous les points d'in- 
tersection sauf un de deux courbes du degré m. 

La théorie que nous venons d'exposer peut être généralisée en 
attribuant aux polynômes U et V deux degrés diflérents meln\ le 
polynôme auxiliaire W est alors du degré m -{- n — 2. On trouve 
ainsi qu'il est impossible de faire passer une courbe d'un 
degré inférieur à {m-i-n — 2) par tous les points d'intersection 
sauf un de deux courbes des degrés m et n. Et l'équation géné- 
rale des courbes de ce degré satisfaisant à la condition indiquée 
est 

o et ^ désignant des polynômes dont les degrés respectifs sont 
{n — 2) et (m — 2). 



SUR UNE FAMILLE DÉNOMBRABLE DE SURFACES HTPERELLIPTIQUES 

DU QUATRIÈME ORDRE; 

Par m. L. Remy. 



L'objet de cette Note est de définir et de caractériser une famille 
de surfaces h^perelliptiques du quatrième ordre à (|uinze points 
doubles. Cette famille comprend une infinité dénombrable de sur- 
faces, dépendant chacune de trois modules, et elle se trouve liée 
à certaines équations arithmétiques du type de Pell. 

On pourrait définir par le même procédé des familles de sur- 
faces hyperelliptiques du quatrième ordre à un nombre moindre 
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de poinls doubles, également liées à des équations arithmétiques. 
Mais il suffira d'étudier le cas des surfaces à quinze points doubles 
qui présente le moins de complexité, pour mettre en évidence le 
caractère arithmétique du problème de la recherche des surfaces 
hyperelliptiques du quatrième ordre. 



I. 



1. Pour définir celte famille, considérons les fonctions thêta de 
deux variables £/, i^, répondant au tableau de périodes (*) 



(Ta) 



7 o G H 

o I H G' 



d'ordre 2/?, de caractéristique nulle, paires, et admettant le point 
w = o, i' = o pour zéro d'ordre ^p. 

En égalant les coordonnées homogènes d'un point oti, ..., j?4 à 
quatre de ces fonctions 6|, ..., 64, supposées linéairement dis- 
tinctes, on obtient une surface algébrique telle qu'entre les points 
de cette surface et les couples de points d'une courbe de genre 
deux, il existe une correspondance (i. A). 

La surface possède quinze points doubles correspondant aux 
demi-périodes autres que m = o, v = o. Son degré est égal à la 
moitié (-) du nombre des zéros communs à deux des fonctions 
considérées 6, non compris le point «/ = o, 1^ = 0, c'est-à-dire 
•j(2Ax 'in X 'An — ^p X 4p)- Pour que la surface soit du qua- 
trième ordre, il faut donc que les entiers A, /i, p vérifient la rela- 
tion 

(E) An«— 2/>«=i. 

Dans ce cas il existe efFectlvemeut quatre fonctions 6 linéaire- 
ment distinctes. 

(') Ces fouclions ont été étudiées systémaliquciiicnt par M. Traynard. Leur 
théorie était d'ailleurs implicileineat contenue dans les travaux de M. Humhcrt, 
ainsi que nous Tavons montré {Comptes rendus, a6 mars 190S). 

(^) En effet, aux valeurs (u, v) et ( — a, — v) correspond un même point dç 
la surface, 
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2. Inversement, étant donné un système d'entiers A, /?,/>, satis- 
faisant à la condition (E), peut-on lui faire correspondre une sur- 
face hyperelliptique du quatrième ordre à quinze points doubles 2? 
H n'en est pas toujours ainsi, comme le montre l'exemple suivant : 
soit le système 

A = I, /i = 17, p z=i 12. 

On peut mettre les quatre fonctions 6/ correspondantes sous la 
forme 

xi= 6/(14, ç) [¥{u, ç)Y (1 = 1, a, 3, 4), 

en désignant par 0, , . . ., 9j| les quatre fonctions thêta d'ordre deux, 
de caractéristique nulle, paires et par F(i/, v) la fonction thêta 
d'ordre quatre, de caractéristique nulle, paire et admettant le 
point e/ = o, v=-o comme zéro d'ordre six. Après suppression 
du facteur commun [F(w, ^)]*» on retrouve la représentation 
classique de la surface de Kiimmer. 

Ainsi, lorsque les quatre fonctions 6/ possèdent un facteur 
commun, la surface définie par les équations j;/=6/(e/, i^) n'est 
pas nécessairement une surface du quatrième ordre à quinze points 
doubles; et, au cas où il en serait ainsi, lu surface correspondrait 
en réalité, non pas au système d*entiers A, /?, /?, mais à un système 
A, /i', p' {n'<C n el/>'</>). 

3. Il importe donc de reconnaître a priori si les fonctions 6/ 
possèdent un facteur commun. A cet etlet considérons une fonc- 
tion 0({/, v) quelconque répondant au tableau (T^)) d'ordre v, 
inférieur à 2/1, s'annulant à l'ordre p au point u = o, v = Of et 
formons l'expression 

D(v, p)= Iny—pp, 

m 

qui, en général, représente la moitié du degré de la courbe 
6(w, i^) = o sur la surface définie par les équations Xi= 0|(w, i'). 
Dans certains cas cette formyle peut donner pour D une valeur 
négative ou nulle. En premier lieu, si D est négatif, les fonctions 
9(a, v) et 0/(w, i^) possèdent plus de 4^^^^ ^^ pai' suite, une 
infinité de zéros communs. Donc les quatre fonctions 6/(c/, t^) sont 
divisibles par 0(c/, v). 
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Supposons en second lieu que D = o et posons 

Xf =: a?| -4- AfX^f 

Xj= a?t-H ^1^4» 
Xa= Xa-h XjX%, 
X4=a74; 

on peut déterminer les constantes \ de manière que les fonctions 
X|, X2, X3 possèdent (4/tvA + i) zéros communs avec la fonction 
6(w, v) et par suite renferment 8(1/, t») en facteur. Dès lors l'équa- 
tion 8(1/, ^)= o représente sur la surface non pas une courbe mais 
un point singulier X| =X2==X3=:Oy ol la surface a plus de quinze 
points doubles. 

En résumé, pour qu'il corresponde aux entiers A, /i,/> une sur- 
face du quatrième ordre à quinze points doubles, il est nécessaire 
qu'il n'existe aucune fonction 0(£/, ç) pour laquelle l'expression 
D(v, p) soit nulle ou négative. 

4. Cette condition est suffisante : pour le prouver, il suffit 
d'établir que, si les fondions 6/(//, v) ont un (acteur commun 
F(a, ç^), en sorte que 

l'expression D(v, p) correspondant à la fonction F(£/, ^f) est 
nécessairement nulle ou négative. 

Les fonctions F et ^i sont de même parité, de même caracté- 
ristique, et leurs ordres sont de même parité. Pour fixer les idées, 
nous les supposerons d'ordre pair, de caractéristique nulle, et 
paires; la démonstration serait analogue dans les autres cas. 

Désignons par !îv Tordre de F, pdr2p l'ordre de multiplicité 
du zéro u =: o, c = o, et enfin par av^ ap' les quantités analogues 
pour les fonctions 4>|. En vertu des relations 



n = V -f- v', 



l'équation fondamentale 

An* — 2/>* = I 
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peut se mettre sous la forme 

[(aAv'*H-2 — p'*) — 4] •+- (^Avv'— pp') -h (jA/iv — tx/>p) = o. 
Le premier terme est positif ou nul, car l'expression 

(aAv'«-4-a — p'«) 

représente le nombre des fonctions thêta d*ordre av', de caracté- 
ristique nulle, paires, s'annulant à l'ordre 2p' pour u = o, v = o^ 
et il j en a an moins quatre linéairement distinctes, à savoir 
$1, . .., $4. Le second terme ne peut être négatif, car dans ce cas 
les fonctions F et ^i(i= i, 2, 3, 4) auraient plus de aAx avx av' 
zéros communs et par suite posséderaient un facteur commun. Dès 
lors le troisième terme est négatif ou nul : or c'est précisément 
D(2V, 2p). 

5. La condition précédente peut s'exprimer par un système de 
deux inégalités entre les entiers indéterminés v et p. En effet, con- 
sidérons d'abord les fonctions thêta d'ordre pair 2v, de caracté- 
ristique nulle, et paires : elles sont au nombre de (2Av^4-a) 
linéairement distinctes, et pour que l'on puisse en former une 
dont le développement de Mac Laurin au point r/ = o, v = o 
commence par des termes d'ordre 2p, il faut que 

L'existence d'une surface S correspondant aux entiers A, n, p est 
donc subordonnée à l'impossibilité de la résolution en nombres 
entiers y, p du système d'inégalités 

(I) |p*-.Av«5., 

( Anv</>p. 

On obtient des systèmes analogues en considérant des fonctions 
thêta paires ou impaires et de caractéristique quelconque. La 
discussion n'offre pas de difficultés et montre que chacun de ces 
systèmes entraîne nécessairement le système (I). 

Le problème se trouve donc ramené à la discussion de ce seul 
système d'inégalités. 
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6. Or la seconde inégalité du système (I) peut s'écrire 

(A/i«)(Av«)</>«p«, 

c'est-à-dire, en vertu de l'équation (E), 

OU encore 

^ Av« 
p«_ 2Av*> — T-* 

ce qui exige, puisque p et v sont entiers, 

La comparaison de cette inégalité avec la première du système (I) 
prouve que l'on doit avoir nécessairement V égalité 

(E') p«— aAv«=i. 

Ainsi les entiers p, v vérifient l'équation de Pell (E'); et le sys- 
tème (1) sera impossible à résoudre si l'on a, pour toute solution 
pA, VA de cette équation, 

àin^k> P9k' 

Or, d'après l'équation (E'), le rapport — croît avec le rang k de la 

solution Va, p*; l'inégalité précédente sera donc vérifiée pour 
toute valeur de k si elle Test pour A: = i . 

Voici donc quelle est la conclusion de l'analyse précédente : 

Pour qu^il corresponde une surface S aux entiers A, /i, /?, 
supposés liés par la relation (E), il faut et il suffit que la plus 
petite solution pi, V| de Inéquation de Pell (E') vérifie l* iné- 
galité 

(T) Anv,>/>p,. 



II. 



7. Les équations (E) et (E') se trouvent liées très simplement 
l'une à l'autre : les deux formes 
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et 

ont même discriminaiil; de plus, sons l'hypothèse que la forme 
AX^ — 2 Y^ peut représenter le nombre i (ce qui est le cas dans le 
problème actuel), ces deux formes sont équivalentes. Si l'on 
désigne en effet par /ï|, p^ une solution quelconque de l'équation 

la substitution modulaire 

fait passer d'une ibnne \\ l'autre. 

Nous supposerons désormais que dans ces formules /t,, p^ 
désignent, non plus une !>oltition quelconque, mais celle formée par 
les plus petits entiers non négatifs. Il est aisé de démontrer que, 
sous celte hypolh(';se, on obtient toutes les solutions positives x^ y 
de l'équation (E') en remplaçant dans les formules (S) X, Y par 
toutes les solutions positives de l'é(|uation (E) : il suffit, pour le 
prouver, de vérifier que les formules (S) ne peuvent donner ponro: 
et^ deux valeurs positives si X et Y ne sont pas tous deux positifs. 

8. Il convient d'examiner à part le cas où p% serait nul, ce qui 

exige que 

A = i; 

dans ce cas les surfaces S correspondantes sei*aient représentables 
sur la surface de Kummer. Mais, en fait, il n'en existe pas, car à 
la solution 

correspond la représentation classique de la surface de Rummer 
et aucune autre solution n, p de l'équation (E) ne satisfait à l'iné- 
galité (!'). 

Ce cas étant écarté, on peut démontrer qu'à la plus petite solu- 
tion /i|, />! de l'équation (E) correspond certainement une sur- 
f?ce S, En effet, la plus petite solution ;r = pi,^ = v, de l'équation 
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(E') s'exprime en fonction de /i| et />i par les formules (S), d'où 

Si l'on substitue ces valeurs dans Tinégalitc (F) elle devient 

condition qui ne pourrait être satisfaite que dans le cas précédem- 
ment exclu où /?! = o. 

Au contraire, si l'on considère la deuxième solution /?2, p^ de 
l'équation (E), solution qui se calcule de suite par la résolution 
de l'équation de Pell (E') et par les relations (S), on reconnaît 
qu'elle ne vérifie pas l'inégalité (F). Il en est de même a fortiori 
pour toutes les autres solutions de l'équation (E), puisque le 

rapport ~ croît avec le rang de la solution /i, p. 

Il ne correspond donc de surface S qu'à la plus petite solution 

Nous parvenons ainsi au résultat suivant : 

llexiste une famille dénombrable de surfaces hyperelliptiques 
du quatrième ordre Sa définies de la manière suivante : soit A 
un entier quelconque [sauf ^ = i) tel que la J orme AX^ — 2 Y* 
puisse représenter le nombre i, et soit n^ p la plus petite solu- 
tion de l* équation 

An' — •;►,/>*= 1; 

les coordonnées homogènes d*un point de la surface S^ sont 
proportionnelles à quatre fonctions thêta répondant au tableau 
de périodes (Ta), d* ordre 2/1, de caractéristique nulle, paires 
et admettant le point w = o, r = o pour zéro d^ ordre ^p. 

Nous établirons un peu plus loin que ces surfaces sont effective- 
ment toutes distinctes, ce qui n'est pas évident a priori; car à des 
représentations paramétriques distinctes pourrait correspondre 
une même surface. 
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III. 



9. La surface générale du quatrième ordre à quinze points 
doubles dépend projectivement de quatre paramètres, alors qu^une 
surface hjperelliptique ne dépend que de trois modules : chacune 
des surfaces S^ doit donc être caractérisée par une condition. 

A cet effet considérons Tunicursale singulière Co qui corres- 
pond sur la surface Sa à la demi-période w = o, (^ = annulant 
les quatre fonctions coordonnées x^^ ..., x^. Cette courbe est de 
degré 4/^, puisque les développements de Mac Laurin des fonc- 
tions x^ , ^a, x%y x^ autour du point r/ z= o, v = sont supposés 
commencer par des termes de degrés 4py ^l'^ ne passe d'ailleurs 
par aucun des points doubles de la surface. 

L'existence de cette unicursale entraîne une condition 

/p(a, 6, c, rf)=o 

entre les quatre paramètres a, 6, c, rf dont dépend la surface gé- 
nérale du quatrième ordre à quinze points doubles. 

10. Pour former cette condition, nous ramènerons la question à 
un problème de Géométrie plane en projetant la surface à partir 
d'un de ses points doubles O : le contour apparent en projection 
se compose de quatre droites A|, ..., A4 et d'une conique C, telles 
qu'il existe une conique F bitangente à C et tangente aux quatre 
droites A (*). Inversement, à une telle figure plane correspond une 
surface du quatrième ordre à quinze points doubles 

Si la surface possède une unicursale Cq de degré 4/> ^^ passant 
par aucun point double, il existe, en projection, une unicursale C^ 
de même degré, inscrite au contour apparent; de là résulte une 
condition, car cette unicursale est assujettie à 12/7 conditions de 
contact, alors qu'elle ne dépend que de 12 p — i paramètres. 

Cette méthode permet donc, par un nombre fini d'opérations 
algébriques, de former une équation algébrique F^(«, 6, c, rf) = o 
à laquelle satisfait toute surface du quatrième ordre à quinze 

C) Cette conique r correspond au cône des tangentes à la surface au centre de 
projection O. 
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points doubles qui possède une unicursale d'ordre ^p ne passant 
par aucun point double. Il en résulte que le polynôme l'"/>(«, 6, c, d) 
est divisible pary*^(a, 6, c, d). 

Mais l'équation F^= o peut renfermer des facteurs étrangers : 
ainsi celle circonstance se présente dans le cas où le cône qui pro- 
jette i'unicursale C^ à partir du point double O coupe la surface 
suivant deux courbes unicursales qui passent toutes deux par le 
centre de projection O. En fait, la présence de ces facteurs 
étrangers dans Téquation F^= o rendrait très difOcile la formation 
effective de l'équation /;,= o. 

Nous nous horiirrons à donner une application de celte méthode 
au cas où /? = I . 

IV. 

11. Dans le cas oxi p = i la relation fondamentale 

A/i * — u/?* = I 

A = 3 et n = I . 



exige 



La surface correspondante S3 est caractérisée par Texislence 
d^une quartiquede deuxième espèce Co ne passant par aucun point 
double. 

Elle possède d'ailleurs une deuxième quartique analogue C| qui 
est son intersection résiduelle par la quadrique menée par la 
quartique C^. 

D'après la méthode du paragraphe 111, pour former l'équation F| , 
on doit déterminer dans le plan quatre droites A|, ..., A4 et une 
conique C jouissant des deux propriétés suivantes : d'une part, il 
existe une conique F inscrite au quadrilatère A|, ..., A4 et bitan- 
gente à C; d'autre part, il existe une quartique unicursale C^ 
bitangente à chacune des quatre droites et quadritangente à C. 

A priori, ce problème se décompose et par suite l'équation 

F| (a, 6, c, </) = o 

est réductible. En effet une quartique unicursale C^ possède quatre 
familles de coniques quadritangentes : l'une de ces familles ne 
comprend aucun couple de bitangentes, alors que chacune des 
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Irois autres familles en comprend deux, (à savoir les couples A|, A^ 
et A), A4; A,^ Aa el A2, A4; A,, A4 et A2, As). De là quatre pro- 
blèmes distincts, suivant que la conique C est supposée appartenir 
à Tune ou Tautre des (amilles de coniques quadritangentes à C^. 
Il serait facile de reconnaître que les trois dernières familles 
sont étrangères au problème actuel. Mais il est préférable pour 
former Téquatlon/*, = o de partir d'une autre propriété de la sur- 
face S) qui conduit à une équation irréductible. 

12. A cet effet considérons les fonctions thêta impaires, du 
premier ordre, répondant à une caractéristique impaire et au 
tableau de périodes (Ts). Elles définissent sur la surface une 
Camille linéaire de biquadratiques passant par cinq points doubles. 
Elaiit donné un autre point double O de« la surface, il existe une 
biquadratique de la famille passant par O, et elle y présente un 
point double. Elle est donc projetée de ce point suivant un cône 
du second ordre y. On reconnaît aisément que ce cône contient les 
arêtes du trièdre formé par trois des plans tangents singuliers 
passant par O, ainsi que les deux points doubles de la surface 
situés en dehors de ces plans ; de plus il est tangent à la surface. 

De là résulte la propriété suivante en projection : 
Les droites A et la conique C formant le contour apparent sont 
telles qu'il existe une conique y circonscrite au triangle A| A^ A3, 
passant par les points d'intersection de A4 avec C et tangentes à C 

en un autre point (* ). 

• 

13. Cette condition peut se traduire analjtiquement de la ma- 
nière suivante : prenons les droites A|, A2, A3 pour triangle de 
référence a7 = o,j^=:o, 5 = oet soit 

l'équation de la conique F qui correspond au cône des tangentes 
au centre de projection. 

La droite A4 qui doit être tangente à cette conique a pour équa- 
tion 

X y z 

a P Y 



(*) Celle mélhode appartient pour le fond à M. Humbert {Comptes rendus, 
1* scmesire 1H99). 
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avec la condition 

(i) aH-p-f-Y = o. 

Enfin la coillque C de contour apparent a une équation de la 
forme 

C( X, y y z) = r(ar, y, ^)-|-(a ar -1-6^-4- c-«)« = o. 
Il est aisé de former Péquation de la conique y» qui est la suivante : 

C(ar,7, 5)—^^ "*" T "^ - Ha(a«-4- i)ar-f- P(6«-i- i)j^H- Y(c«-f- 1)*] «o, 

et il sufiit dès lors d'exprimer que cette conique est tangente à C, 
ou encore que la droite 

est tangente à C 

Après suppression du facteur étranger (<) 

(a6 -i- bc -{-ca — i), 
on obtient l'équation suivante, 

(C) Aa«H- Bp«-f- Gy*-+- îiA'Py -h ^iB'yï ■+- 'iC'aP = o, 

en posant 

A =(a*-4- i)(a^ -4- ac — 6c ■+- 1), 
, 

A' = (6«-HI)(C«-HI), 



les coedficienls B, C se déduisant de A par permutation circulaire 
et de même B', C de A'. 

Si l'on pose p=: i et y = — (a-|- i), de manière à satisfaire à la 
relation (i), l'équation (C) est du second degré par rapport à a. 
Elle est irréductible, car son discriminant n'est pas carré |)arfait 
(ce dont on s'assure en faisant par exemple 6 = o, c = o). En 
définitive, on peut considérer a, 6, c, a comme les paramètres défi- 
nissant une surface du quatrième ordre à quinze points doubles et 
l'équation (C) n'est autre que l'équation désignée plus haut 
par f^=zo. 

(*) Si ce factear était oui, la coaiqoe C se décomposerait en deux droites. 
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14. Énonçons en terminant quelques propriétés géométriques 
relatives à la surface particulière £3 : 

Soit une sur/ace du quatrième ordre à quinze points doubles; 
on considère trois plans tangents singuliers P<, P2, Ps menés 
par un point double O et le cône du second ordre y, de sommet 
O, circonscrit au trièdre ^^V^V^ et passant par les deux 
points doubles de la surjace situés en dehors des plans P< , P2Î P3 
{on peut définir soixante cônes analogues). 

Si la surface est tangente à l'un des cônes y • 

1° Elle est hyperelliptique {^)\ 

2° Elle est tangente aux cinquante-neuf autres cônes ^] 

3° Elle est tangente à chacune des dix quadriques passant 
par les neuf points situés en dehors d'un plan tangent sin- 
gulier et la coupe suivant deux quartiques de deuxième 
espèce ; 

4" // existe une quadrique tangente en dix points à la sur- 
face, ne passant par aucun point double et la coupant suivant 
deux quartiques de deuxième espèce. 



V. 



15. Pour aborder le cas général, il est nécessaire d'étudier sur 
la surface S^ correspondant aux entiers A, n^, p^ la famille des 
courbes unicursales C sans points multiples et ne passant par 
aucun point double de la surface. 

En dehors de l'unicursale singulière Co, toute courbe algé- 
brique de la surface S^ s'obtient en égalant à zéro une fonction 
6(1/, v) répondant au tableau de périodes (Ta), paire ou im- 
paire (^). Si la courbe ne passe par aucun point double de la sur- 



(*) Pour pouvoir énoncer ce théorème^ ii était nécessaire de vérifier que la con- 
dition {C) est indécomposable. 

(^) Nous supposons ici que les périodes gy hy g' ne sont pas singulières, c'est- 
à-dire ne satisfont pas à une relation de la forme 

\g-^Bh-hCg'-hD{h^-'gg')-^E = o, 
à coefficients entiers. 

xx%y. 5 
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face, celle fonclion esl nécessairemenl d'ordre 2v, de caracté- 
rislique nulle et paire; elle peut d'ailleurs s'annuler pour la 
demi-période w = o, (^ = o, soil ap l'ordre de mulliplicîté de ce 
zéro. Le genre de la courbe 8(a, p)=o, supposée sans point mul- 
tiple, est égal à 

2Av*-|-i — p*. 

De là résulte que la surface possède une infinité d'unicursales 
Ca liées aux solutions de l'équation de Pell 

(E') p«— 2Avî=i, 

que nous avons déjà rencontrée. 

Le degré de la courbe Ca qui correspond à la Ar'*"* solution de 
l'équation de Pell a pour expression 

Cette valeur s'exprime plus simplement en fonction de la A"'*"** 
solution de l'équation fondamentale 

(E) An* — 2/?' = i. 

lin eflel les formules de la substitution S résolues par rapport 
à fik et /?A donnent 

/iA= ni pu— 2/?jV)t, 
Pk = — Pipk-^ ^ni VA. 

Le degré de la courbe Ca est donc ipk- H croît avec Tindice; la 
courbe de degré minimum C< est de degré 4pîi ^^ même que 
l'unicursale singulière Co. 

L'entier 4/>i « donc une signification géométrique simple : 
il représente le degré minimum des unicursales C de la sur- 
face. 

De là résulte que deux surfaces S^, Sa' correspondant à deux 
entiers )t?<, /?, différents sont distinctes. Ce raisonnement tombe 
en défaut lorsque p^:=p\^ en sorte que 



7.p\ 4- I = A/iJ = A /ij*, 
car les unicursales Ca et C^ appartenant à ces deux surfaces et de 
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même indice sont de même degré. Dans ce cas, on s^assure que les 
surfaces sont distinctes par la considération d^une autre famille de 
courbes : par exemple la famille linéaire définie par les fonctions 
thêta d^ordre deux, de caractéristique nulle, et paires. 

Nous énoncerons enfin le théorème suivant relatif aux unicur- 
sales C, et qui se déduit aisément de leur équation hyperelliptique : 

Les courbes C© et Ci forment l'intersection complète de la 
surface Yt par une surjace algébrique d'ordre ip^; plus géné- 
ralement on peut faire passer par la courbe Q^k une surface 

algébrique ayant avec la surface S un contact d' ordre ( — — i ) 

le long de V unicursale singulière Co, et ne la coupant pas en 
dehors des courbes G© et G^. 



VI. 



16. Les considérations précédentes permettent d^établir un lien 
entre Téquation A/i^ — 2/?^= i et l'équation algébrique 

fp(a,b,c,d) — o, 

qui exprime que la surface du quatrième ordre à quinze points 
doubles de paramètres a, 6, c, d possède une unicursale d'ordre 
4/> (sans points multiples et ne passant par aucun point double de 
la surface). 

Soit/? un entier quelconque : décomposons le nombre 2/?' 4- i 
de toutes les manières possibles en un produit de deux facteurs 
dont F un soit carré parfait, 

et considérons les surfaces h^perelliptiques Sa? ^A'7 

Remarquons tout d'abord que, dans le cas où 2/>*H- i est carré 
parfait, on ne doit pas considérer la décomposition A=i, 

/i = ^2 />^ -h I , à laquelle ne correspond pas de surface. Au con- 
traire, on doit considérer la décomposition A=r2/?^-t-i, /ï=i, à 
laquelle correspond la surface Y2p*^\ • 

GecI posé, nous distinguerons les décompositions en deux 



- 68 - 

classes, suivant que n el p forment ou non W plus petite solution 
de Téquation A/i' — 2/?^= 1. 

Dans ce dernier cas, soit k le rang de la solution n, py et soit 
n^^ Pi la plus petite solution. D'après les résultats du paragraphe V, 
la surface H^ qui correspond aux entiers A, /ii, p^ possède une 
unicursale C de degré 4Pf à savoir celle d^indice k. L'équation 
fp(cL^ 6, c^ d) = o renfermera donc en facteur le premier membre 
de l'équation fp= o, qui caractérise la surface S/^. 

Supposons que Ton ait formé toutes les équations f^ = o, 
^2=0, . . ., jusqu'à fp-î = o. Parmi les polynômes /«(ir </?), on 
peul prévoir a priori ceux que contiendra en facteur Téquation 
/p=z o et, par des opérations rationnelles, on débarrassera l'équa- 
tion /^=o de ces facteurs. 

Il reste donc à étudier les décompositions A/i* de la première 
classe. A chacune d'elles correspond une surface Y^ possédant 
deux unicursales Co, Ci d'ordre 4/> et n'en possédant pas de degré 
moindre. L'équation y*^(a, 6, c, rf) = o proprement dite se décom- 
posera donc en autant d'équations qu'il j a de décompositions In^ 
de première classe. 

17. Voici deux remarques qui permettront dans la plupart des 
cas de reconnaître de suite à quelle classe appartient une décom- 
position donnée 2/?^+ 1 = \n^. 

La deuxième solution n^^p^ de l'équation (E) se calcule aisément 
en fonction de n\^ p^ par les formules S : 

n,= ni(8/?f-M), 
/>» = />! (8/?? -4- 3). 

Dès lors /?2 ne peut être un nombre premier que si ^, = 1, et 
d'ailleurs il en serait de même de tous les nombres pk qui con- 
tiennent />i en facteur : donc, si p est un nombre premier différent 
de onze, toutes les décompositions A/i^ seront de la première 
classe. 

D'autre part /i^ peut se mettre sous la forme 

/i,= /ii(4A/iî — 3); 
or 



H 
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donc, si h est différent de i , 

/iAâ4A -3. 

Dès lors, si /i<; 4^ — 3, on est assuré que /i, p est la plus petite 
solution de Téquation (E), c'est-à-dire que la décomposition An^ 
est de première classe. 

18. Il résulte de l'élude que nous avons faite des unicursales G 
tracées sur la surface Sa q^i'il n'existe pas d'autre surface de la 
famille étudiée qui possède une unicursale d'ordre 4/> (sans points 
multiples et ne passant par aucun point double) en dehors de 
celles que nous venons de considérer. Mais l'analyse précédente 
ne prouve pas que l'équation yp= o ne renferme pas d'autres fac- 
teurs étrangers correspondant par exemple à des surfaces qui ne 
seraient pas hjperelliptiques. 

Quoi qu'il en soit, nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

// existe autant de tyoês de surfaces hyperellip tiques du 
quatrième ordre à quinze points doubles possédant une uni- 
cursale d^ ordre 4/> {sans points multiples et ne passant par 
aucun point double) que le nombre ip^-\- \ admet de diviseurs 
carrés. Dans cet énoncé on doit comprendre le diviseur i , mais 

non le diviseur yJ*ip^-\- i au cas où 2/?^ -h i est un carré. 

Sous une autre forme : 

V équation algébrique qui exprime qu*une surface du qua- 
trième ordre à quinze points doubles possède une unicursale 
d^ ordre 4/> se décompose en autant de facteurs, au moins, que 
le nombre 2/>*-4- i possède de diviseurs carrés [y compris i et 

non compris ^ip^-\- 1 ). 
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SUR LES SURFACES DU TROISIÈME ET DU QUATRIÈME ORDRE 

QUI ADMETTENT POUR LIGNE ASTMPTOTIQUE 

UNE COURBE DE QUATRIÈME ORDRE ET DE QUATRIÈME CLASSE; 

Par m. Ch. Bioche. 

1. La délerminalioD du nombre des conditions nécessaires et 
siiflfisantes pour qu'une surface contienne une courbe donnée est 
dans le cas général un problème délicat. Il en est de même, évi- 
demment, de la détermination du nombre des conditions néces- 
saires et suffisantes pour qu'une courbe soit ligne asjmpto tique, 
ou, autrement dit, ait, à la fois, ses points sur la surface et ses 
plans osculateurs tangents à la surface. Cependant, on peut trai- 
ter facilement le problème dans quelques cas simples (*); il m'a 
semblé que les résultats obtenus dans des cas particuliers d'un 
problème généralement difficile pouvaient présenter quelque in- 
térêt. 

Je considère ici le cas où la courbe est de quatrième ordre et de 

quatrième classe. Je rappellerai qu'il y a deux sortes de courbes à 

distinguer (^); les unes sont les transformées homographiques de 

la biquadratique 

X _ Y _ Z _ T 
X* ~ X» ~ X "" I ' 

dont le plan osculateur a pour équation 

X_6X*Y-+-8X»Z— 3X*T=o; 

les autres sont les transformées homographiques de la quartique 

à sécantes triples 

X _ Y _ Z _ T 

X* "" X» "" X - I ' 
dont le plan osculateur a pour équation 

X-2XY-4-2X3Z — X*T = o. 

2. Surfaces du troisième ordre ayant pour ligne asympto- 

(*) J^ai déjà étudié le cas où la courbe donnée est une cubique gauche dans 
deux Mémoires {Bull. Soc. math., t. XXVI, 1898 et t. XXVII, 1899). 
(2) Voir Bull. Soc. math., l. XXXIll, 1905, p. iS, 



^ 



— 71 — 

tique une biquadratique de quatrième classe, — Il est facile de 
voir que les points d'intersection d'une biquadrati(|ue avec une 
surface algébrique d'ordre quelconque ne sont y^d^s indépendants. 
En particulier, toutes les surfaces du troisième ordre qui passent 
par II points d'une pareille courbe ont en commun un 12' point, 
l'équation qui donne les X des points d'intersection n'ayant pas de 
terme du onzième degré. 

Il suffît donc d'écrire que la surface passe par un point indé- 
pendant des II premiers pour qu'elle contienne i3 points, et, 
par suite, tous les points de la courbe On a donc, dans l'équation 
générale des surfaces du troisième ordre qui contiennent la courbe, 
12 paramètres de moins que dans l'équation générale du Iroi- 
sième ordre. Il est facile de vérifier que la première équation peut 
s'écrire 

F(X, Y, Z, T) = {Y« — XT) (AX h- BY -h CZ -h DT) 

-h (Z« — YT) ( A'X H- B' Y H- CZ -h D'T) = o. 

Pour exprimer que le plan osculateur à la biquadratique est 
tangent à la surface il suffit, comme ce plan contient déjà la tan- 
gente à la courbe, d'écrire qu'il coupe une arête du tétraèdre de 
référence au même point que le plan osculateur, on a ainsi l'équa- 
tion 

I 6X« 

Cette équation est du sixième degré en \, Donc il y a 6 plans os- 
culateurs qui touchent la surface en leurs points de contact avec 
la courbe; l'équation n'ayant pas de terme en \^ ces points ne sont 
pas indépendants; il y a donc 6 conditions seulement à exprimer 
pour que la courbe soit ligne asymptotique; on obtient alors, 
comme équation générale des surfaces cherchées, 

a( Y» -H XYT — 4XZ*) -4- P(4 YZ« - 6 Y*T -h XT«) = o. 

On a en évidence dans cette équation deux surfaces du qua- 
trième ordre, qui se conservent par toute transformation homo- 
graphique conservant la biquadratique. Ces surfaces se coupent 
suivant la biquadratique, le long de laquelle elles se touchent et 
suivant la droite X = Y = o. 
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3. Surfaces du quatrième ordre ayant pour asymptotique 
une biquadratique de quatrième classe. — Il suffit de i6 con- 
ditions pour que la surface du quatrième ordre conlienne une bi- 
quadratique de quatrième classe; il reste alors, dans féquation 
d'une pareille surface, 19 termes et Ton peut Técrire 

[(Z« — YT)(AX«-4-\'Y»-hA'Z«-t-2BYZ-h2B'ZX 

-h2B'XY-h'2CXT-f-2G'YT-h2C'ZT-+-DT«) 
-h(Yï-XT)[A,Xï-+-A;Y«-t-2B,YZ-h2B',ZX 

-h2B;XY-4-2CiXT-+-2C;YT-+-aC;ZT-hDiT«l = o. 

On a en évidence, dans cette équation, outre les premiers 
membres des équations de deux quadriques simples contenant la 
biquadratique, ceux qui correspondent à deux autres quadriques, 
les premiers membres des équations de ces dernières contenant 
l'un 10 termes, Tautre 9 seulement, car on peut ne pas y écrire de 
terme en Z^. 

Si l'on forme, en opérant comme précédemment, Téquationqui 
donne les points où les plans osculateurs sont tangents à la sur^ 
face, on obtient une équation du 10*^ degré. Il y a donc 10 plans 
osculateurs tangents à la surface; mais, ces plans n* étant pas in- 
dépendants, il suffit encore de 10 équations de condition pour 
exprimer que tous les plans sont tangents à la surface. Il reste 
donc 9 termes seulement dans Téquation que Ton peut écrire, en 
mettant en évidence les deux surfaces particulières du troisième 
ordre, obtenues au paragraphe précédent, 

(Y»-+-3XYT — 4XZs)(AX-f-BY-HCZ-4-DT) 

-h(4VZ«~5Y«T-hXTî)(A'X-+-B'Y-i-G'Z-hD'T)-+-K(Z«— YT)> = o. 

4. Surfaces du troisième ordre ayant pour ligne asympto- 
tique une quartique à sécantes triples. — Les points d'inter- 
section d'une telle courbe avec une surface sont indépendants ; il 
y a donc i3 équations de condition à écrire pour exprimer qu'une 
surface du troisième ordre contient la courbe; l'équation de cette 
surface peut s'écrire 

A(XïZ — Y») -^ B(XZ«— Y«T} -h G(YT* — Z>) 

-4- (XT - YZ) (aX -1- pY -H yZ -h ST) = o; 

l'équation qui détermine les points de contact des plans oscula- 
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leurs tangents à la surface est 

AX«-4- aX»-f- pX*H- yX* -f- 8X -h g = o. 

Il j a donc 6 plans osculateurs tangents à la surface, mais Vé- 
quatîon n^ajant pas de terme en X' ces plans ne sont pas indé- 
pendants. Il en résulte qu'il suffit, pour exprimer que la ligne est 
as^mplotique, d'écrire 6 équations de condition. On voit immé- 
diatement que Téquation de la surface est 

Il n'jr a donc qu'une surface du troisième ordre admettant comme 
asymptotique une quartique de quatrième classe à sécantes triples, 
c'est la surface réglée à directrices distinctes. On savait bien qu'une 
pareille surface avait ses lignes as^'inptotiques du quatrième ordre 
et de quatrième classe, avec des sécantes triples; on voit que c'est 
la seule catégorie de surfaces du troisième ordre admettant une 
ligne asjmptotique de cette nature. 

5. Sur/aces du quatrième ordre ayant pour ligne asympto- 
tique une quartique de quatrième classe à sécantes triples, — 
On a l'j équations de condition à écrire pour exprimer qu'une 
surface du quatrième ordre contient la courbe; il reste donc dans 
l'équation de la surface i8 termes. L'équation qui donne les \ des 
points où le plan osculateur est tangent à la surface est du dixième 
degré; cette équation est complète et il n'existe aucune relation 
entre coefficients de termes de degrés différents, de sorte que les 
plans sont indépendants, tandis qu'il n'en était pas de même 
dans les autres cas traités déjà. On a alors 1 1 conditions nouvelles 
à exprimer pour que la courbe soit asymptotique, et il reste 
7 termes dans l'équation qui peut s'écrire : 

(X«Z — Y>T)(AX -h BY-h CZ -h DT) -4- a{YZ — XT)> 
-h P(Y*— aX» YZ -h X»T) h- y(Z* — 2 YZT«-h XT») = o. 

On a en évidence dans l'équation une surface particulière se dé- 
composant en un plan et une surface réglée du troisième ordre, 
un système de deux quartiques confondues, et deux surfaces du 
quatrième ordre proprement dites. 

Les équations de ces dernières se déduisent l'une de l'autre en 
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remplaçant X, Y, Z, T par T, Z, Y, X. Ce sont des surfaces réglées 
ayant chacune pour directrice triple la tangente à la ligne asymp- 
totique, i»n un de ses points d'inflexion linéaire. Les génératrices 
de chacune de ces surfaces apparliennentà une congruence linéaire 
aj'ant ses directrices confondues (*). 

6. Points doubles des surfaces. — Les surfaces passant par 
une courbe algébrique el ayant cette courbe comme asymptolîque 
possèdent des poinls doubles situés sur la courbe. C'est une pro- 
priété générale que j'ai déjà eu occasion de signaler dans le cas 
où la courbe est une cubique gauche (^). 

Il suffit, pour le voir, de remarquer que les dérivées partielles 
du premier membre de Téqualion de la surface, qui sont les coef- 
ficients de l'équation du plan langent, sont proportionnelles aux 
coefficients de l'équation du plan osculateur. Or le coellicient 
de X dans celte équation élanl i , le coefficient de proportionnalité 
esl F^. Donc on aura des points doubles donnés par 

Fi(XSX«, X, i) = o 

dans le cas de la biquadratique, et par 

Fi(XSX3,X, i) = o 

dans le cas de l'autre courbe. Il est facile de reconnaître que la 
première équation est du huitième degré en X el la seconde du 
sixième. 

On voit ainsi que, bien que les courbes soient du même ordre 
el de la même classe, les degrés des équations déterminant les 
points doubles ne sont pas les mêmes. 

J'ajouterai que les équations peuvent avoir des racines mul- 
tiples, et que, par suite, plusieurs points doubles peuvent se con- 
fondre. Ce fait se produit sans que l'ordre de multiplicité des 
points augmente, en général. Ordinairement il y a seulement dé- 
composition du cône des tangentes. Des faits analogues se produi- 
saient quand la ligne asymptolique était une cubique gauche. 



(») Voir Bull, Soc. math., l. XIX, p. no. 

(') Voir Bull. Soc. math., t. XXVI, 1898, p. 226. 
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SUR LE GROUPE DES ÉQUATIONS TRINOMES; 
Par m. t. Lalesco. 

1. Toute équation trinôme peut être réduite à la forme 
(i) ar» — ^aa?H-a = o, 



n — 1 



où a désigne un paramètre arbitraire et Ar la constante n:(AZ — i) " . 

Je me propose de démontrer que le groupe de Galois de cette 
équation, si son degré est premier, est le groupe symétrique» 

En effet, les seules racines en a de son discriminant sont o et i ; 
si donc on envisage les racines de (i) comme fonctions de a, autour 
de Torigine elles formeront un seul cycle et autour du point a = i 
il y en a seulement deux qui se permutent, puisque la dérivée 
seconde de (i) ne s^annule plus pour x^o. 

Le groupe de monodromic de (i) est donc d^abord transitif à 
cause du cycle de n racines; il contient d'ailleurs une transposition 
provenant de la permutation de deux racines autour du point a= i. 
D'après un théorème bien connu, ce groupe est donc ou imprimitif 
ou bien identique au groupe symétrique; comme n est premier, la 
seconde hypothèse est la seule admissible. 

Dès lors, le groupe de Galois de l'équation (i), admettant le 
groupe de monodromie comme sous-groupe invariant, se con- 
fondra lui aussi avec le groupe symétrique. 

2. D'après un théorème de M. D. Hilbert, il existe dans ce cas 
une infinité de valeurs rationnelles du paramètre a pour lesquelles 
le groupe de l'équation (i) sera toujours le groupe symétrique. Par 
conséquent une équation trinôme, en général, sera sans affect. 

Voici d'ailleurs une démonstration très simple de l'important 
théorème de M. Hilbert, que nous venons de rappeler. 

Soit u un élément primitif du corps de l'équation (i) et soient 
</i, U2', . . ., 2/m ses valeurs conjuguées; par définition, deux quel- 
conques de ces expressions ne peuvent pas être identiquement 
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égales (*). Par conséquent, il existera une infinité de valeurs 
rationnelles du paramètre a telles que les valeurs numériques 
correspondantes des éléments Ui soient toutes différentes entre 
elles, ce qui suffit pour démontrer la proposition. 



CONSTRUCTION DES RATONS DE COURBURE D'UNE CLàSSE 

DE COURBES ET DE SURFACES; 

Par m. a. Pellet. 

1. Par un point T pris sur la tangente en M à une conique, 
menons une perpendiculaire sur la polaire de ce point T, et soit N 
sa rencontre avec la normale en M ; par les points T et N, menons 
des perpendiculaires sur la tangente et la normale et soitT le point 
de rencontre de ces perpendiculaires; le lieu du point t lorsque T 
se déplace sur la tangente en M est une droite qui passe par le 
centre de courbure en M, par le pôle de la normale MN, et coupe 
à angle droit la symétrique du diamètre de la conique qui passe 
en M. Nous appellerons ce lieu du point t, pour abréger, axe de 
déviation de la conique au point M. En un point M d^une courbe 
quelconque, les coniques aj^ant un contact du troisième ordre avec 
la courbe ont même axe de déviation, qui par suite peut être dési- 
gné par les mots axe de déviation de la courbe en M. En un point 
de rencontre de deux coniques homofocales, les axes de dévia- 
lion de deux coniques coïncident. Plus généralement, soit M un 
point d'une quadrique : le plan tangent en M coupe les deux qua- 
driques homofocales passant en M suivant deux coniques qui ont 
le même axe de déviation, lequel n'est autre que la polaire de la 
normale en M à la première quadrique par rapport à celte qua- 
drique. En effet, menons parcelle normale un plan quelconque; 
le lieu des pôles de ce plan par rapport aux quadriques homo- 
focales est une droite qui lui est perpendiculaire, se trouve 
dans le plan tangent en M et rencontre les normales des qua- 



(<) Elles ne sont donc égales que pour un nombre fini de valeurs de a, racines 
d'un certuin nombre d*équations algébriques en a. 
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driques homofocales passant par M en deux points d'où l'on déduit 
un point T appartenant à la fois aux deux axes de déviation. 



2. Soit 



*^ a 6 



Téquation d\ine courbe rapportée à une tangente et la normale 

correspondante, ai est égale à-r-* L'équation du diamètre de la 

courbe à Forigine est 

_/ 

6a 
et celle de Faxe de déviation 



a' 



^•^-^3^"^ = '- 



La normale à Taxe de déviation menée par l'origine va couper 
le rajon de courbure de la développée au tiers de sa longueur, 

comptée à partir du point de contact avec la normale j: = o,j^ = — • 
Pour une courbe normale, 



2 6 



a^ant même axe de déviation, on aura 



, a' a\ 
^"^ = T = T' 



3. Prenons un triangle de référence ABC; et soient X^, Y^, Zo 
les coordonnées d'un point M, AX 4- BY -f- CZ = o l'équation 
d'une droite passant par ce point M, MT. 

Les courbes 

(„ AX.(J)"-HBÏ.(^)VcZ.(|)- = o, 

passent par le point M et sont tangentes à MT; rapportons ces 
courbes à leurs coordonnées normales en M, la droite MT, et la 
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perpendiculaire menée par M à cette droite, axes des x et des y^ 
il vient 

(i — m)a - (i — m) (ai m -4- ai) , 

y = ^ ^— J7* H- ^^ ^-^ !-^ a?» H- ... ; 

l'équation de la courbe (2) correspond à m = o. 

L'axe de déviation de ces courbes au point M a pour équation 

, a* /n -4- a. 

Ainsi, lorsque m varie, Taxe de déviation passe par un point 
fixe, et, pour construire l'axe de déviation d'une de ces courbes, il 
suffit de connaître les axes de déviation des courbes correspondant 
à deux valeurs de m. 

Or, pour m = 2, l'équation (i) représente une conique conju- 
guée au triangle ABC. Soient a, 6, c les points de rencontre de 
BG, GA, AB avec MT; a est le pôle de MA, b celui de MB et c de 
MC. On en déduit trois points de l'axe de déviation de cette 
conique au point M. 

Pour m= — I, Téquation (i) représente une conique circon- 
scrite au triangle ABC; a est le pôle de la droite joignant M au 
conjugué harmonique de a par rapport aux points B et G; b celui 
de la droite joignant M au conjugué harmonique de b par rapport 
aux points B et G; c celui de la droite joignant M au conjugué 

harmonique de c par rapport aux points A et B. Pour m = -9 

l'équation (1) représente une conique inscrite au triangle ABC ; 
et l'on peut construire les pôles des droites MA, MB, MC. Le pôle 
de la droite AM, par exemple, est à l'intersection de la droite 
conjuguée harmonique de AM par rapport aux droites AB, AC 

avec MT. Ainsi, pour m = 2, m = — i et /n = -i on peut con- 
struire les axes de déviation des coniques correspondantes et l'on 
en déduira l'axe de déviation de la courbe (1) pour les autres 
valeurs de m, 

4. L'enveloppe des polaires d'un point fixe P pris sur la droite 
AX -h BY -♦- CZ = o par rapport aux coniques conjuguées au 
triangle ABC et tangentes à cette droite est la conique inscrite au 
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triangle ABC et tangente à cette droite AX + BY + CZ = o au 
point P. 

L'équation de ces coniques est, en eflTet, 

Xo, Yo, Zo étant reliées par la relation 

AXo-hBYo-hCZo=o. 

La polaire du point P, X|, Y|, Z| étant ses coordonnées, a pour 
équation 

A -y h B -TF h C -^— = o, 

et l'enveloppe de cette droite lorsqu'on fait varier Xo, Yo, Zq 

A v/xTX -+- B /yTT -+- G /ZIZ = o, 

conique qui passe par le point X|, Y|, Zi si ce point est situé sur 
la droite AX -+- BY + CZ = o. 

Une conique est conjuguée par rapport au triangle formé par 
ses deux axes et la droite de l'infini; on en déduit que l'axe de 
déviation d'une conique en un point M est la polaire de ce point 
par rapport à la parabole inscrite dans le quadrilatère formé par 
les deux axes de la conique, la tangente et la normale en M. Les 
axes des coniques ayant un contact du troisième ordre avec une 
courbe en un point M de celte courbe sont tangents à une même 
parabole. 

5. Soit ABCD un tétraèdre de référence, X©, Yq, Zq, Tq un 
point P du plan 

(i) AX -+- B Y -+- GZ -4- DT = o, 

les surfaces 

/ X \ "» / Y \ '« / Z \ '« / T \ "» 

(., AX.(3^) H-BY.y -^CZo(^j +'^T.(^J =o. 

/ X \ AX, / Y \Bï. / Z \ <^z. / T \ DT. 

''> {tJ k) [zj [tJ =• 

sont tangentes au plan (i) au point Xq, Yq, Zp, Tq. Si on les rap- 
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porte à une perpendiculaire en ce point à ce plan, axe des Zj et 
à deux droites rectangulaires situées dans ce plan, il vient 

I — m (i — ni)(7. — m) 

Z = Ut H —r Mj H- . . . 

(i — m) (2 — m) . . .(/i — m) 
I . '2 . . . n 

U2^ ^zj ' • 97 t^fij • • • étant des fonctions homogènes de x, y^ z^ in- 
dépendantes de m. Ces surfaces ont donc mêmes directions 
asj' m pto tiques en P, et les rayons de courbure d'une section plane 
sont inversement proportionnels à i — m. 

Or, pour m = 2, Téqualion (2) représente une quadrique con- 
juguée au tétraèdre ABCD. Les faces de ce tétraèdre coupent le 
plan (1) suivant un quadrilatère; les droites joignant le point P 
aux sommets opposés de ce quadrilatère forment trois couples de 
droites en involution ; les directions asjmptotiques des sur- 
faces (2) et (3) sont les rayons doubles de cette involution, PI et 
PI|. Menons dans le plan (1) une droite P J ; elle coupe les faces 
du tétraèdre BGD, GDA, DAB, ABC aux points a, 6, c, rf, dont 
on peut construire les plans polaires par rapport à la quadrique 

Le plan polaire de a, par exemple, est le plan mené par les 
droites PJ| et PA, PJ| étant la conjuguée harmonique de PJ par 
rapport aux directions asjmptotiques PI, PI|. 

Menons par PJ un plan quelconque; il coupe la quadrique (2) 
suivant une conique et les plans polaires de a, 6, c, d suivant des 
droites qui sont les polaires de ces points par rapport à laconique. 
On en déduira quatre points de Taxe de déviation de la conique 
en P. 



% 
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SDR LES SÉRIES ENTIÈRES ET LES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES; 

Par m. E. Goursat. 

1. Étant donnée une équation différentielle du premier ordre 

(.) %=n->y^' 

où le second membre est une fonclion holomorplie des variables x 
ei y dans le domaine D défini par les conditions 

et dont le module ne dépasse pas un nombre positif M dans ce 
domaine D, on sail^que Fintégrale de Téquation (i) qui prend la 
valeur ^ = o pour x =zo est holomorphe à l'intérieur d'un cercle 
décrit de l'origine pour centre, dont le rayon est au moins égal au 

plus pctil des deux nombres a et v;' C'est là un résultat aujour- 
d'hui classique, qui se déduit aisément de la première méthode de 
Cauchj, ainsi que de la mélhode des approximations successives 
de M. Picard. 

Il paraît difficile d'avoir une limite plus avantageuse pour le 
rayon du domaine où l'intégrale est holomorphe, si l'on ne possède 
pas sur la fonction f{x^ y) d'autres renseignements que ceux qui 
figurent dans l'énoncé que je viens de rappeler. Mais, si l'on 
connaît le domaine de convergence de la série Qnùhve f{Xy y)^ on 
peut énoncer un résultat plus précis, qui donne dans tous les cas 
le moyen d'avoir la limite la plus grande possible fournie par l'ap- 
plication du théorème précédent. 

2. Nous rappellerons d'abord, en les précisant sur certains 
points, les propositions principales relatives aux séries entières à 
plusieurs variables. 

Soit 

XXXV. G 
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une séi:ie entière en x cl y, à coefficielits quelconques. D'après 
un ihéorème classique, si cette série est convergente pour x = x^y 
y =yo (ou du moins si le module du terme général amn^^y^ reste 
inférieur à un nombre fixe, quels que soient ni et /i), la série (2) 
est absolument convergente pour tout système de valeurs de x et 
de y tel <|ue Ton ait à la fois 

Si Ton décrit de Torigine comme centre, dans les plans des x et 
des y respectivemenl, deux cercles C et C de rayon |:ro| et |j^o| 
respectivement, la somme ¥{x^y) de la série (2) est une fonction 
holomorphe des variables x et j^, lorsque la variable .r reste dans 
le cercle G et la variable j^ dans le cercle C On se contenle géné- 
ralement d^établir ce résultat dans la plupart des Cours d'Analyse, 
et d'étudier la fonction F(^, ^) dans le domaine qui vient d'être 
défini. ^ 

Pour avoir une idée plus précise du domaine de convergence de 
la série (2), commençons par étudier la série des modules 

et cherchons dans quelle partie de Tangle XOY on doit prendre 
le point de coordonnées (X, Y) pour que cette série (3) soit con- 
ver*;enle. 

D'après le théorème rappelé au début de ce paragraphe, si la 
série (3) est convergente pour les coordonnées d'un point M pris 
dans l'angle XOY, elle est aussi convergente en tout point pris à' 
l'intérieur ou sur les côtés du rectangle OPMQ, ayant deux côté» 
sur OX et O Y et dont le point M est un sommet. Au contraire, 
si la série est divergente an point M, elle est forcément divergente 
en tout point N pris dans l'angle PMCV ou sur les côtés Ml^, MR'. 
de cet angle; car, si la série était convergente au point N, elle le 
serait a fortiori au point M. 

Cela posé, considérons une demi-droite indéfinie OL dans l'angle 
XOY, et un point m décrivant celle droite à partir de l'origine.. 
Les coordonnées de ce point /71, et par suite tous les termes de la 
série (3), vont en croissant lorsque le point ni s'éloigne de l'ori- 
inc. Il y a donc sur la droite OIj un |)oint séparalirM tel que la 
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série (3) est convergente pour tout point du segment OM compris 
entre Torigine et le point M, et divergente pour tout point de OL 
au delà du point M (M. 

Comme cas particuliers, il peut arriver que le point M soit à 
Thrigine; les deux séries (3) et (•>.) sont alors divergentes sauf 
pour X =zy =z G. Si le point M est rejeté à Tinfîni, la série (3) est 
au contraire absolument convergente, quels que soient x et y, et 
représente une fonction entière des deux variables x et y. 

Laissant de côté ces cas extrêmes, sur chaque demi-droite 
située dans Tangle XOY, nous avons ainsi un point M, dont la 
distance à Porigine varie d^ine manière continue avec le coefficient 
angulaire X de cette droite. Soit en effet OL' une demi-droite 
voisine de OL (Jlg* i). La série (3) est convergente pour tout 



ig I 




point du segment OM et par suite pour tout point du segment OR; 
ao contraire, celte série (3) est divergente en tout point de la 
demi-droite indéfinie ML et par suite en tout point de la demi- 
droite indéfinie SL'. Le point séparatif M' de la demi-droite OL' 
est donc un point du segment RS, et par conséquent ce point M' 
vient se confondre avec le point M lorsque OL' vient se confondre 
avec OL. Il est à remarquer que la démonstration ne s^applique 
plus aux axes eux-mêmes OX et OY. Lorsque OL vient se con- 



(') Si X est le coefficienl angulairc-de la droite OL. TabHoissc du point M est 

riDYersc de la limite supérieure pour a in/ini de l'expression v^A X*, où 
n — p -h g ( Lkmaiuk, Bulletin des Sciences mathématiques, igtiC, p. 286). Il 
serait inléresi^ant d'éludirr, au moins dans quelques cas simples, la fonction de X 
ainsi définie. 
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fondre avec OY, le point M ne tend pas forcement vers le point 
séparalif situé sur OY, comme nous en verrons tout à Theure tin 
exemple. 

Le lieu décrit par le point M lorsque la demi-droite OL décrit 
l'angle XOY est donc une courbe continue F. Il résulte de la 
façon même dont on a obtenu cette courbe que, si x = l\^y = R' 
sont les coordonnées d'un point quelconque de F, la série (2) est 
absolument convergente si Von a à la fois 

et divergente si l'on a à la fois 

Les cercles C et C, de rayon 11 et R', décrits de l'origine pour 
centre dans les plans des variables x eX. y respectivement, con- 
stituent un système de cercles de convergence associés. A tout 
point de la courbe F correspond un pareil système de cercles 
associés. 

D'une façon générale, la série (2) est absolument convergente 
pour un système de valeurs des variables x ety, si le point m de 
coordonnées |x| et \y\ est intérieur à la courbe F, divergente si 
ce point m est extérieur à F. Il y a doutée si le point m est sur F. 

L'ensemble des systèmes de valeurs des variables complexes x 
eiy, tels que le point m de coordonnées |^| et [j^j soit à l'inté- 
rieur de F constitue un conlinuuin connexe D de l'espace à quatre 
dimensions, à l'intérieur duquel la série (2) est absolument con- 
vergenle, et la somme F{x^ y) de cette série est une fonction 
holomorpbe des variables x ely dans ce domaine D. 

3. dette courbe séparatrice F peut avoir des formes très diverses, 
suivant Ja série considérée. Il résulte seulement du raisonnement 
fait plus haut que l'ordonnée d'un point de cetle courbe ne peut 
augmenier lorsque Fabscis:)e augmente et inversement. Pour voir 
ce qui arrive lorsque OL tend vers OX, il suffit de remarquer que 
l'abM^iMe du point M ne peut décroître et que Fordonnée de ce 
point ne peut augmenter;^ tend donc vers une limite finie, tandis 
que X petit tendre vers une limite ou augmenter indéfiniment. La 
courbe F peut donc aboutir à un point de OX, ou avoir une 



> 
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asymptole parallèle à OX, qui peut être Taxe lui-même. Il est clair 
que tout cela s^applique aussi à Taxe OY. Nous allons donner 
quelques exemples. 



I® La série double 



2«(;rœ"= 



M 



m, n 



i'-m'-i) 



est convergente si Ton a à la fois 



et dans ce cas seulement. La courbe F est formée ici des deux colés 
d^un rectangle parallèle aux axes. On prend généralement une 
fonction majorante de ce Ijpe dans les démonstrations du calcul 
des limites, mais il y aurait souvent avantage à prendre des majo- 
rantes appartenant à des types différents. 
2^ La série double 



i^'-"^^ il)' iiï ' 



M 



m, n 



-{^*i} 



n^est absolument convergente que si l'on a 



a 



y 
b 



<i 



La courbe F est ici le segment de la droite 



X Y 

a h 



compris entre les axes OX, O Y. 

3** La série double ^am„x"'y", où l'on a amfn= i j et amm= o 
(pour m^n)j n'est convergente que si l'on a |j7^|<;i. La courbe F 
est une branche d'hyperbole asymptote aux deux axes. 

4"^ La série 

r"(i)"(f)"' 

où les indices m et n varient de un k -i- oo, est encore divergente 
si l'on a |j:|>a ou l^'l^^t. La courbe F se compose donc, 
eomme dans le second exemple, des deux côtés d'un carré, et 
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cependant la série est aussi convergente pour x = o ou poui*y = o. 
Lorsque la demi-droite OL tend vers OX, le point M de OL tend 
vers le point d^abscisse a sur OX, tandis que le point sépafatif sur 
Taxe est rejeté à Tinfini. 

4. Reprenons Féquation difTérentielle 

(.) £=/(-'•>->' 

et soit r la courbe que nous venons de définir relativement à la 
série entière 

La fonction y*( a:, y) est boloniorphe dans le domaine D correspon- 
dant, et nous supposerons que \f{^ty)\ ne dépasse jamais un 
nombre posilifiM dans ce domaine. On peut toujours satisfaire à 
cette condition en remplaçant au besoin la courbe F par une courbe 
homotliétique Y' relativement à Forigine, et infiniment voisine 
der. 

Soit N un point de F de coordonnées (a, b). La fonction /(^, y) 
est holomorphe lorsque Fou a à la fois | a; | •< ^, | y | <C 69 et, d'après 
le résultat classique rappelé au début de cet article, l'intégrale de 
Féquation (1), qui est nulle pour a: = o, est certainement holo- 
morphe dans un cercle de rajon A, h étant le plus petit des deux 
frombres 

Pour avoir la valeur de h la plus grande possible, il faut choisir 

le point N sur F de façon que le plus petit des deux nombres OP 

NP . 
et -jTj- soit le plus grand possible. 

Il suffit pour cela de prendre le point d'intersection de la 
courbe F avec la demi-droite OL de cocjjicient angulaire M. 
En effet, si le point N est sur cette droite, on a NP = M xOP, ou 

NP 
0P = — • 
M 

Pour un point N' de F à droite du point N {fig, 2), on a OP'>OP, 
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mais 



N'P' mP 



M 



M 



= 0p< OP. 



Pour 1111 point N" de F à gauche de N, l^abscisse au coDlraîre esl 
inférieure à OP. 

En défînitive, Pinlégrale de Téqualion (i), qui est nulle pour 

Fig. 3. 




07 = 0, est holomorphe dans un cercle décrit de l'origine pour 
centre, dont le rayon est au moins égal à l'abscisse du point 
d'intersection de la courbe T avec la droite Y = MX. 

Lorsque la courbe F se réduit aux deux cùlés du rectangle 
formé par les axes et les deux droites X = a, Y = 6, on retrouve 
bien la limite ordinaire. 

o. Les considérations développées plus haut s^étendent évidem- 
ment aux séries entières à un nombre quelconque de variables. 
Prenons en particulier une série entière à trois variables 



(4) 
et soit 

(3) 






la série des modules correspondante. Sur chaque demi-droite OL 
située dans le trièdre OXYZ, il existe un point M séparant les 
points pour lesquels la série (5) est convergente des points pour 
lesquels elle est divergente. Le lieu de ce point M est une surface £ 
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siltiée dans le Irièdre OXYZ, qui peut avoir des formes 1res 
varices, mais qui satisfait toujours à la condition suivante : si 
(a, 6, c) sont les coordonnées d'un point de S, tous les points 
intérieurs au parallélépipède formé par les 6 plans 

X = o, X = a, Y = o, Y = ^, Z =r o, Z = c, 

sont aussi intérieurs à S. 

La série (4) est absolument convergente pour un système de 
valeurs J7,^, z des variables, si le point de coordonnées \x\, \y\, 
I z\ est intérieur à la surface D, et divergente si ce point est à Tin- 
térieur de S. L'ensemble des systèmes de valeurs de {^^ y^ z) tels 
que le point de coordonnées {x|, Ij^I, | :; | soit intérieur à S, con- 
stitue un domaine D où la somme ¥{x^y^ z) de la série (4) est 
une fonction holomorphe de ces variables, et à chaque point de S 
on peut encore faire correspondre un système de trois cercles de 
convergence associés. 

Si l'on a une seconde série entière 

(6) ^b,nnpX'nynzP^ 

il lui correspond une surface de séparation S', généralement difTé- 
rente de S. Toute demi-droite OL, située dans le trièdre OXYZ, 
rencontre S en un point M et 2' en un point W , Celui de ces deux 
points qui est le plus rapproché décrit une surface S, d'une forme 
analogue à celle des surfaces S et 2'; si R et R' sont deux points 
de S, les trois coordonnées de R' ne peuvent être à la fois plus 
grandes ou plus petites que les coordonnées de R. L'ensemble des 
systèmes de valeurs des variables x, y, z tels que le point de 
coordonnées |x|, |y|, \z\ soit du même côté que l'origine par 
rapport à S, constitue un domaine D^ à l'intérieur duquel les 
sommes des deux séries 

^{^^ y.Z) = ^amnp3:'"y''zP, 

^{x, y, z) = ^J}„tnpJO'»' y ZP 

sont des fonctions régulières de jt, y^ z. Nous supposerons de plus 
que ces fonctions sont fmics sur la frontière de ce domaine, et 
nous désignerons par M et N des limites supérieures de |F| et 
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de I ^1 respecli veillent. On peut toujours satisfaire à cette dernière 
condition en remplaçant, si c^est nécessaire, la surface S par une 
surface infiniment voisine. 

Cela étant, considérons le système d'équations différentielles 

(7) ^ = F(x,y,z), g=*(:r,^,*), 

et soient (a, 6, c) les coordonnées d^un point R de la surface S. 
On voit aisément, en reprenant la méthode des approximations 
successives, que les intégrales du système (7) qui s^annulent pour 
x = o sont holomorphes à l'intérieur d'un cercle de centre x = o, 
dont le rayon est au moins égal au plus petit des trois nombres 

b c 
^' M' N* 

Pour avoir la limite la plus grande possible, on doit prendre 
pour R le point dUntersection de la sur/ace S ai^ec la droite 
représentée par les équations 

Y = MX, Z = NX. 

En effet, si a, fr, c sont les coordonnées de ce point, on a les 

égalités 

b c , 

soient a', 6', c' les coordonnées d'un autre point R' de S; on ne 
peut avoir à la fois 

b' c' 
et par conséquent le plus petit des nombres a', ^» ^ "^ peut être 

supérieur à h. 

6. La règle précédente peut être étendue aux. fonctions non 
analytiques. Bornons-nous, pour fixer les idées, au cas d'une équa- 
tion unique du premier ordre 

(8) 35=/<"-^>' 

la fonction /(j?, y) est supposée continue à Fintérieur d'un 



^ 
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contour C formé d'un arc de courbe F dans Tangle xOy, joignant 
un point A de Ox à un point B de Oj', et des segments OA, OB, 
et satisfait dans ce domaine à la condition de Lipschitz, c'est- 
à-dire qu^il existe un nombre positif K tel que Ton ait 

i/(^,7')-/(^,y)i< Kiy~/), 

{^'>y) ^^ {^'^y') désignant les coordonnées de deux, points quel- 
conques pris à rintérieur ou sur le contour de C. La courbe V 
peut avoir une forme quelconque; mais, comme on peut toujours 
la remplacer par une courbe V intérieure à F, nous supposerons 
que les coordonnées d'un point de F ne peuvent croître ou diminuer 
en même temps. Cela posé, soient M la limite supérieure de 
\f{x^y)\ dans le domaine précédent, et h Tabscisse du point de 
rencontre de Tare de courbe F avec la droite jK = M^. U intégrale 
de l'équation (8) qui se réduit à zéro pour x = o est certaine- 
ment continue lorsque x varie de o à h. 

On sait que M. E. Lindelof a indiqué une autre expression de 
Fintcrvalle où cette intégrale est certainement continue {Journal 
de Mathématiques y 1894)* Soient (a, b) les coordonnées d'un 
point de l'arc F et M^ le maximum de \f{x^ o)| lorsque x varie 
de o à a^ M^ est une fonction ^(a) de l'abscisse a qui ne peut 
diminuer lorsque a augmente et qui est au plus égale à M. D'après 
M. £. Lindelof, l'intégrale de l'équation (8), qui s'annule pour 
x = o^ est certainement continue dans l'intervalle (o, p), p dési- 
gnant le plus petit des deux nombres 






Soit N le ppint de l'arc F pour lequel les deux nombres précé- 
dents sont égaux. 



ce point est à l'intersection de F avec la courbe qui a pour équa- 
tion 

(9) y = ^{e^^-x). 

Tout autre point N' de coordonnées (a', 6') sur l'arc F donnera 
pour p Hine limite plus petite que le point N. Cela est évident 
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si a' < rt ; si a' est >> a, on aura 

l^^b, Ma'l^K. t^-^tJ-' iJl^^tr' 
et par suite 

'"'«('^S!:)<'"»('^m:)- 

On aura donc la valeur de p la plus favorable en prenant le 
point dUnterseciion N de la courbe T avec la courbe (9). 

Pour savoir laquelle des deux mélliodes fournit le plus grand 
intervalle, il suffira de prendre les points d'intersection de F avec 
les deux courbes 

et de prendre celui de ces deux points dont Tabscisse est la plus 
grande. Il est clair que le résultat dépend de la forme de Tare F, 
et aussi de la fonction ^(x). 



SUR UNE 6ÉNÉRAUSATI0N DU MOUVEMENT DE POINSOT; 

Par m. L. Lecormu. 

On sait, depuis Poinsot, que le mouvement d\in corps solide 
autour d'un point fixe O s'effectue, en Fabsence de forces exté- 
rieures, de façon que l'ellipsoïde d^inertic relatif à ce point roule 
et pivote sur un plan fixe, avec une vitesse angulaire représentée 
vectoriellement par le diamètre joignant le point fixe au point de 
contact de Fellipsoïde et du plan. 

Supposons qu'au Heu de Fellipsoïde d'inertie relatif à O, nous 
considérions un autre ellipsoïde, de môme centre O et de mêmes 
directions principales, dont les axes ne soient pas proportionnels 
à ceux de Fellipsoïde d'inertie : tel est par exemple le cas de la 
surface d'un corps homogène ayant une forme ellipsoïdale. Si nous 
assujettissons cet ellipsoïde, que nous appellerons Vellipsoïde 
superficiely à se mouvoir autour de son centre, en roulant et 
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pivotant, sans glissement, au contact d^un plan fixe, nous obte- 
nons un mouvement fort analogue à celui de Poinsot, en ce sens 
que le déplacement s'efTectue, géométriquement parlant, d^me 
façon identique, et que, dans un cas comme dans l'autre, la force 
vive demeure constante. Mais Faction du plan cesse alors d'avoir 
un moment nul par rapport au point O. Je me propose d*étudier 
la nature de ce mouvement et de déterminer en outre l'action du 
plan. 

Soit aj:*+ ^y^-^yz^= i l'équation de l'ellipsoïde superficiel, 
rapporté à ses axes. Il roule et pivote sur un plan fixe II, placé à la 

distance ^ de son centre O. Le lieu du pôle P, c'est-à-dire du point 

de contact avec le plan II, est la polhodie définie par les deux 
équations 

( a«ar«-4- p«j^«-f- Y«^«= 0*. 

Soient p, q^ v les composantes de la rotation instantanée o. 
Cette rotation s^efleclue autour de OP, et l'on a, eu appelant x, 
y^ z les coordonnées de P, 

(-) B = l = 7 = ^' 

P q r 

le rapport \ est généralement variable. 

Si nous imprimons au système une rotation — co autour de OP, 
l'ellipsoïde est ramené à Timmobilité et le plan II, qui était fixe, 
devient mobile. L'équation de ce plan est, en appelant Ç, 7|, Ç les 
coordonnées courantes, 

les cosinus directeurs de la normale au plan sont 

OLX y OLP 

8 fi 

Ecrivons que le point dont les coordonnées sont a, 6, c est 
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entraîné par la rotation — (o. Nous obtenons les relations 

da , db de , 

ou bien 

(3) «J=X(?-.Y>yr, p^ = X(^-a)/7>, y ^ = X(a - P)/>^. 

Revenons maintenant au mouvement réel. 

La vitesse absolue du pôle Pelant nulle, le travail de Faction du 
plan sur l'ellipsoïde est également nul, et la force vive de celui-ci 
est par conséquent constante. Si A, B, C désignent les moments 
d'inertie principaux et h la force vive, on a 

(4) A/?*-f-B^»+-Cr«= A, 
ou bien 



d'où 



A.r»-T-Bj^»-4-C5«=/#X«; 



... . dx r> ^y i^ dz ,^dX 

Si Ton pose, pour abréger, 

(6) d = :^(P-y:-+.~(y-«)4-^(«-P), 

et si l'on remplace -77 > -j7> ^ parleurs valeurs (3), l'équation (5) 
devient 

(7) I>^M'' = ^*:/; 



dt 



D'ailleurs 



dx '.dp dX 

dx . dX . , 



dt '^ dl ^^ dt 



Portons dans cette équation les valeurs ^^^ -7- et -j- tirées de (3) 

et (7). Nous obtenons la première des relations suivantes (les 
deux autres s'en déduisent par permutation) 

dt n. ^ A ' 

^^> 7ÏÏ - ^r'^^ h ^' 



?^ 
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Soient L, M, N les composantes de Taclion du plan. Les formules 
connues 



donnent, en tenant compte de (8), 

' L=[J(?-v)-(B-C)-5/,tj^,., 

(9) { M = [|(v-a)-(C-A)-^g.j,.;,, 

On connaît ainsi Peflort exercé par le plan sur le corps. Si Ton 
veut que cet elTort soit constamment nul, il faut d^ahord, puisque 
/>, y, /• sont variables, que Ton ait D = o. Celte condition étant 
remplie, on doit en outre poser 



^ - y _ H — c Y — « _ C — A g — ^ _ A - 1^ 

a - A ' ? ■" B ■ 



> = 7^ f 



OU 



bien 



Ap_ Ba= Ay — Ca, 
BY-G3=r: Bi- A?, 

G«— AY = Cp— By- 

En retranchant Tune de l'autre les deux premières de ces égalités, 

il vient 

Cp — By = Ay — Ca, 

et en comparant à la troisième on en conclut les relations 

ABC 

« *- p- Y* 

L'action du plan n'est donc nulle que si l'ellipsoïde superficiel est 
semblable à l'ellipsoïde d'inertie. 

Pour trouver, dans le cas général, la loi du mouvement écrivons 
les deux équations 

X«(a/?« -^P<7* -^Y'*') ='» 
X«(a«/?«-hp*y*-f-Y''*')=S*- 

Par élimination de A il vient 
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Les équations (4) et (lo) permettent d^exprîmer linéairement çr^ 
et 7*^ en fonction de />*-^, et, en portant les valeurs trouvées dans la^ 
première équation (8), on voit que le temps est donné en fonction 
de/7 par une intégrale elliptique de troisième espèce. 

Nous allons maintenant nous occuper spécialement du cas où la 
quantité D est nulle. L'équation (7) montre que X est alors une 
constante, de sorte que la vitesse de rotation est dans un rapport 
constant avec la longueur OP. D'après cela : 

Si D est nul, le mouvement de F ellipsoïde superficiel est un 
mouvement de Poinsot, 

Mais l'action du plan n'est pas nulle, à moins que A, B, C ne 
soient proportionnels u a, ^, y, ce que nous ne supposons pas. 

Clierclions ce que signifie l'équation D = o. 

Quels que soient A, B, C on peut, en admettant que a, p, y 
soient inégaux, trouver trois constantes II, S, T telles (|uc l'on ait 

A = R-f- Sa -h Ta», 
B = R-f-Sp4-T3», 
C = R-+-SY-hTY«. 

En portant ces expressions dans l'équation (7), il vient 

D-K(I.i.l). 

Si donc D est nul, on a simplement 

A = Sa -h Ta», 

B = Sp-f-Tp», 
C = Sy-4-Ty*. 

D'après cela, la relation D = o exprime que l'ellipsoïde d'inertie 
A:r=»H-B^2_|.C3*-=i et l'ellipsoïde superficiel ^X'-\-^y'-\--fz'^=\ 
se coupent suivant une courbe pour laquelle a^a:^-f- g^^^-f-y-5^ 
est une quantité constante, c'est-à-dire suivant une polhodie de 
rdlipsoïde superficiel. La réciproque est évidemment vraie. 
Comme l'échelle de construction de l'ellipsoïde d'inertie est arbi- 
traire, on peut toujours, quand D est nul, supposer que cet ellip- 
soïde passe par la polhodie que décrit le pôle P. Admettons en 
outre que l'unité de temps soit choisie de façon à rendre la con- 
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slanle X égale à riinité. Alors les coordonnées Xj y^ z de P ne 
diflTèrenl pas de/), 9, f\ 

£n remplaçant, dans les valeurs (9) de L, M, N les moments 
d^înertie A, B, C par leurs valeurs ci-dessus on irouve 

L = T(P~v)(a-p-Y)y''» 

Diaprés le lliéorème connu de Resal, L, M, N sonl identiques 
aux composantes de la vitesse du point G, extrémité du vecteur 
représentant le moment cinétique. Les coordonnées de G sont Ap^ 
B^, C/'« Pour construire ce point, il suffit d^abaisser, à partir de O, 
une perpendiculaire sur le plan tangent en P à Tellipsoïde d^inertie, 
et de prendre sur cette perpendiculaire une longueur OG égale à 
rinverse de la distance du point O au plan langent. 

Il existe d'ailleurs une infinité d'autres poiuts dont la vitesse 
peut servir à représenter le moment de Taction du pian B. (^ette 
propriété appartient à tous les points K dont les coordonnées sont 

5=(Ua-f-Ta«)/?, 
Ti=(lJ?-+.Tp«)^, 

;=(UY-+-TY«)r, 

U désignant une constante arbitraire. 

En effet, la vitesse relative d'un pareil point a pour projection 
sur Ox 

g =(Ua-+-Ta«)^ =(U-+.Ta)(P- Y)^'-. 

La vitesse d'entraînement du même point a pour projection 

9;-/'T,=[U-f.T(^ + Y)](Y-p)y/'. 
Par suite la projection de la vitesse absolue est 

T(?-Y)(«-P-Y)^/-. 

expression identique à celle de L. 

Le lieu des points K, quand l'on fait varier U, est une droite 
passant par G et dirigée perpendiculairement au plan langent à 
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l'ellipsoïde superficiel : c'est donc une droite de direction fixe dans 
l'espace. 

Lorsque le corps est homogène, les nioments d'incrlic A, B, C 
ont pour valeurs, en appelant u. la masse totale, 

-f(r7> "-f(5-:> ^-fa-?)' 



ce qui peut s'écrire 



Il suffit alors de poser 

S ^ [iliijjtii , T= !^, 

pour rentrer dans le cas précédent. 

La condition D = o est encore vérifiée lorsque le corps est com- 
posé de couclies ellipsoïdales homothétiques dont chacune est 
homogène. On le reconnaît immédiatement en considérant une 
pareille couche comme la différence de deux ellipsoïdes homothé- 
tiques et homogènes. 

Par conséquent : 

Un ellipsoïde homogène, ou composé de couches homothé^ 
tiques et homogènes, qui a son centre fixe et qui se meut en 
roulant et pivotant au contact dUin plan fixe, obéit à la loi de 
Poinsot, 
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SUR UN ÉLÉMENT GÉOMÉTRIQUE NOUVEAU DES SURFACES; 

Pau m. E. Baurk. 

Dans deux Communicalions insérées au Bulletin de la Société 
mathématique (19 janvier et 16 mars 1887), M. le professeur 
Demarlres, de TUniversilé de Lille, signalait à Taltenlion des géo- 
mètres l'intérêt d'un élément géométrique nouveau auquel il don- 
nait le nom de flexion. 

Le présent Mémoire a pour objet de continuer le travail de 
M. Demartres et d'établir dans ses grandes lignes la théorie de cet 
élément. 

Je rappellerai ici les définitions et les résultats généraux signa- 
lés dans les Mémoires précités, afin de présenter une étude qui se 
suffise à elle-même; mais je me Cornerai à renvoyer le lecteur, 
pour les démonstrations, aux Communications du savant profes- 
seur de rUniversité de Lille. 



PREMIÈRE PARTIE. — Définition de la flexion. Premières propriétés. 

Applications. 

1. Définition, — Considérons sur une surface un point M et 
prenons un plan de référence fixe P. Si Ton se déplace infiniment 
peu sur la surface, suivant une direction MM', on s'éloignera du 
plan P d'une quantité dh\ en même temps, la trace du plan tan- 
gent sur le plan de référence tourne de l'angle c/^. L'angle du 
plan tangent en M avec le plan de référence étant 6, nous appel- 
lerons yZex/o ai de l'élément MW par rapport au plan P le rapport 

i dh 

2. Théorème L — Si l'on considère sur une même sur/ace 
deux directions conjuguées dont les flexions relatives à un 
même plan P soient 3% et ^2j on a 

(2) J,,f,-HR,R, = o, 
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Ri ei R2 étant les rayons de courbure principaux de la. surface 
au point M. 

Corollaire. — Si le déplacement a lieu suivant une asymp- 
totique, on aura 

(3) .^ = v/-H,K,, 

et Von remarquera que cette valeur est indépendante de la 
direction choisie pour le plan de référence. ( Voir Communica- 
tion du 19 janvier.) 

3. Expressions diverses de la flexion. — Soient MM' 1 ^élément 
Je courbe, Q le plan tangent en M. Soit 6 la trace sur Q d^un 
plan parallèle au plan de référence mené par M. 

Si Ton désigne par e Tangle que fait avec la direction MT de 
la tangente en M à l'élément MM' et par Si Pangle de S avec la 
direction conjuguée de MT, on démontre (Communication du 
16 mars) la formule 

^ ds sinE 
dfs sinEi 

ds désignant l'élément d'arc du déplacement, di l'élément cor- 
respondant de l'arc d'indicatrice des normales. 

La formule (4) conduit immédiatement au théorème suivant : 

Théorème II. — La flexion d*un élément n^est pas changée 
quand le plan de référence tourne d^un angle quelconque 
autour de sa trace sur le plan tangent en M. 

Nous pouvons donc donner la défmilion suivante : 

Définition. — La flexion d'un élément MM' par rapporta une 
direction du plan tangent en M est la flexion de l'élément MM' 
relativement à un plan quelconque parallèle à S. 

Nous la désignerons par le symbole (T2) et nous l'appellerons, 
pour abréger, y7e;rio/i de T par rapport à 0. 

Formules diverses. — Le Mémoire précité contient une série 
de formules que je me borne à rappeler. 
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Soient o l'angle de MT avec la direction principale de rayon de 
courbure normale R| ; o) celui de MS avec la mùme direction, et 
Çi celui de la droite MT, conjuguée de MT avec cette direction; 
on a en valeur absolue 

-r ^^ sin(co — y) 

( ;> ) tf = —=- —. ■ — • 

a<T sin(ai — çi) 

Si Ton prend pour sens positif des (o, o celui qui amène la direc- 
tion relative à R| sur celle relative à R2, par une rotation d'un 
quadrant, l'observateur étant supposé les pieds au point M et la 
tête vers le centre de courbure, on trouve 

(6) ^ = (T8)= *'"^"-y^ ■ tango. -tang? ^ 

coscocosç siiibisino 1 1 

R. ^ K. ■ -R7+K;t''ng<-tang? 

ce qui peut aussi s'écrire 

{6 bis) ^ tango) tango -+- tango — tango) 4-^=0; 

et en désignant par 11 le raj'on de courbure normale de MT et par 
IV celui de Mo : 

^f _ I\8in(o) — o)sin(?— <pi) 
' siii(o) — 0|) 



et 



(«) 



"^ïï;i/(ïï-ïï;)(ïï;-ïï)J • 



De Tune ou Tautre de ces relations on tire (T5)-|-(3T) = o; 
ainsi : 

Théorème III. — La flexion de T par rapport à 5 est égale 
et de signe contraire à celle de S par rapport à T. 

On obtient de même les résultats suivants : 

Théorème IV, — A chaque direction T en correspond une 
autre 8, telle que To ait une valeur donnée. Les faisceaux 
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correspondants T et o sont homo graphiques et ont pour rayons 
doubles les directions asymptotiques. 

Théorème V, — Quand deux directions sont rectangulaires, 
la flexion de l'une par rapport à l'autre a pour valeur 
absolue l'inverse de la torsion géodésique de Vêlement corres- 
pondant (•). 

Théorème VI. — La courbure totale est égale et de signe 
contraire à V inverse du produit des flexions d' un même dépla- 
cement par rapport à deux directions conjuguées, 

La considération de la formule (()) m^amène immédiatement à 
deux théorèmes nouveaux; écrivons que la valeur de S est indé- 
pendante de Q, on obtient, tous calculs faits : 



d'où Ton conclut : 



1^2 

tang«a> = -- ^ ; 



Théorème VIF. — // existe deux directions S et deux seule- 
ment telles que la flexion (TS) ait une valeur indépendante de 
la direction MT : ce sont les deux directions asymptotiques. 

Cette valeur constante de la Qexion est en valeur absolue 



Théorème VIII. — // existe deux directions et deux seule- 
ment, les directions asymptotiques, pour lesquelles la flexion 
soit indépendante du plan de référence choisi. 



Cette valeur est encore y/ — R| Ka a»» signe près. 

Remarque sur les modifications à apporter aux énoncés 
précédents dans le cas d'un point parabolique. — La flexion 
en un pareil pointue sera, pour aucune direction, définie et indé- 
pendante de la direction du plan ou de la direction de référence; 
car la direction asjmptotique unique pour laquelle seule cela 
pourrait arriver donne une flexion infinie ou indéterminée suivant 
le choix du plan ou de la direction de référence. 



(') Dans ce cas, la formule (Tô) + (§T) = o conduit au ihéorème de M. Ber- 
trand sur les torsions géodésiques de deux déplacements rectangulaires. 
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Même remarque si l'on cherche une direction ô lelle que (To) 
soit indépendante de la direction T. 

A. Nouvelle expression de la flexion, — On peut transformer 
l^expression (4) d'une manière qui nous conduira à une formule 
qui nous sera utile plus tard. 

Soit M<I> la parallèle à la tangente à l'indicatrice des normales 
relatives au point M. IVi<^ est, comme Ton sait, la direction du 
plan langent en M perpendiculaire à MTf conjuguée de MT. La 
formule (4) donne donc immédiatement en valeur absolue 

, X •% /rr-*, di sin(8T) 

5. Flexion relative au déplacement du plan osculateur 
d'une courbe. — La définition générale de la flexion (n® 1) peut 
évidemment s'appliquer au déplacement du plan osculateur à une 
courbe en associant à chacun de ces plans son point de contact 
avec la courbe. 

Si alors Ton prend pourO^ une perpendiculaire au plan de 
référence, on aura 

c/^ sin*b 

où d'I^ 6 ont les significations précédemment définies et Xj y^ z 
représentent les coordonnées d'un point courant de la courbe. 

Soient a, ^, y les cosinus directeurs de la tangente à la courbe; 
a', ^', Y ceux de sa normale principale, et a", p^, 'f ceux de la 
binormale. On a 

Mais la trace du plan osculateur sur xOy a pour coefficient 

a' 
angulaire — ô^?* 

r 
Soit alors T le rayon de torsion de la courbe; il vient 

et enfin J = — T. Donc : 

Théohemk IX. — La flexion relative au déplacement dn 
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plan oscillateur à une. courbe est égale, au signe près, à son 
rayon de torsion. 

6. Étude de la flexion pour un déplacement suivant une 
asymptntique. — Nous savons que la flexion pour un tel dépla- 
cement est, au signe près, égale à y/ — K1R2. 

D'après le théorème précédent, elle est égale au raj'on de tor- 
sion de Tasymptotique; d'où la relation connue 



To=v/-H,R,, 

011 To est le rayon de torsion de j'asymptolique considérée. 

Remarquons qu'en s^appuyant sur le théorème V on pourrait 
retrouver ces résultats. 

Cas où V asymptotique est une génératrice d^une surface 
réglée. — Il ne peut plus être question ici de torsion de l'asymp- 
totiquc, mais .on peut arriver à (Fautres conclusions. 

Soit M le point considéré, O le point central. Prenons un plan 
de référence perpendiculaire à la génératrice; dansées conditions, 
en posant OM = p, on aura 

^ dû , p 

K étant le paramètre de distribution de la surface considérée. On 
déduit de là 

et finalement 

expression simple de la cogrburc totale d*une surface réglée. 

7. Application des résultats précédents à la recherche des 
surfaces réglées à courbure totale constante. — D'après l'ex- 
pression (10), on voitqiic, sauf le cas où K est nul ou inlihi (dévc- 
loppablcs et cylindres et courbure lolalc nulle), la courbure nr 
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peut élre constante que si o est constant tout le long d'une géné- 
ratrice. Ceci n'est possible que pour des génératrices isotropes. 
On arrive dès lors facilement au théorème suivant : 

Théorème X. — i" // n'existe aucune surface réglée à gêné" 
ratrices réelles applicables sur la sphère ou sur la pseudo- 
sphère. 

2** Les seules surfaces réglées réelles applicables sur une 
sphère sont les sphères égales, 

3** Aucune surface réglée réelle n^est applicable sur une 
pseudo-sphère. 

Les deux dernières parties de l'énoncé résultent de ce que, si la 
surface admet la génératrice isotrope G, et si elle est réelle, elle 
admet également la droite imaginaire conjuguée Gf comme géné- 
ratrice et se réduit nécessairement à une sphère. 

Remarque /. — Il existe toutefois des surfaces réglées imagi- 
naires, mais à équation réelle, applicables sur une pseudo-sphère. 
Ce sont les sphères imaginaires 

Remarque IL — Le paramètre de distribution d'une sphère de 
ra^on R est Rt. 

8. Théoremk XL — La torsion géodésique de la trajectoire 
orthogonale d^ une ligne asy m pto tique est y au signe près ^ égale 
à la torsion de cette asymptotique au point considéré. 

Car la flexion prise par rapport à la direction perpendiculaire 
au déplacement, direction qui n'est autre ici que la tangente prin- 
cipale, est égale, au signe près, à y/ — R<R2i c'est-à-dire précisé- 
ment au rayon de torsion de l'asjmj)lotique. 

Remarque. — Ce théorème se déduit immédiatement de la 
proposition de M. Bertrand sur les torsions géodésiques de deux 
éléments rectangulaires. 



I 
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9. Elude géométrique de la flexion dans les développables» 
— Soît M le point considéré. Prenons un plan de référence per- 
pendiculaire à la génératrice OM de la développable, O désignant 
le point de contact de celte génératrice avec Tarête de rebrousse- 
ment. Posons OM = /. Soit MM' la direction suivant laquelle ou 
veut étudier la flexion par rapport à la direction MD, perpendi- 
culaire à OM dans le plan tangent en M. Soit M'O' la génératrice 



Fig. I 



^. 




du point M'. Soient rfo*,,^ rfo", di^ c/t" les éléments d^indicatrices : 
de la normale à la surface au point M, de la tangente et des deii\ 
normales à Faréte de rebroussement au point correspondant O. 
Comme ici l'on a di^=^d'Ju et sinO = i, la flexion § a pour 

expression 

-; dl 

^= -. — 

D^autre part, ou a évidemment 

d9f^ == d<f ; 

d'où, ^ étant Tangle indiqué sur la iigurc, 

^- PST MR /^<j , , î 

En réduisant et faisant usage des formules de Frenet, on arrive 
à la formule suivante : 

T 

(m) ^ = — /cot<p^, 

où ï et R sont les rayons de courbure et de torsion de l'arétc de 
la développable. 
D'autre part, si K. est le point de M'O' situé dans le plan do 



> 
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référence dont MD est la trace sur le plan tangent, les segments 
M'R et MR sont des Infiniment petits équivalent» en grandeur 
absolue; ils sont, d^ailleurs, dirigés en sens inverse. On a évidem- 
ment 

,. MK ^ 

Ri désignant le rayon de courbure de la section normale princi- 
pale MK. Donc 



,. MK ,. M' H ,. MR 

* d'^ d^ d^ ' 

d^oii enfin l'expression nouvelle de la flexion, 

(19.) ^=R|COl<p. 

En comparant les relations (i i) et (12) on obtient la formule 
connue qui donne l'expression du rayon de courbure principal fini 
d'une développable, 

(I3) R,^-/^. 

Si l'on prend un plan de référence perpendiculaire à MM' défini 
par sa trace MM', dans le plan tangent, la flexion relative à cette 
direction prend les formes suivantes : 



' "" sinçrf^ ~ R sin«p d^ "~ R sin^ cus(MK, MMJ)' 



Or, on a 



d'où 



(mk,mm;) = ^4-o, 



(i4) '^=n = -^— T* 

Q désignant la torsion géodésique de l'élément MM'. Cette formule 
aurait d'ailleurs pu être écrite de suite en se rappelant l'expres- 
sion de la torsion géodésique. 
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DEUXIEME PARTIE. — Étude de la flexion en coordonnées 

CARTÉSIENNES RECTANGLES. 

1. Expressions diverses de la flexion, le plan de référence 
étant l'un des plans de coordonnées. — Nous supposons d'abord 
Téquation de la surface ramenée à la forme 

laissant de côté le cas simple, où la surface se réduirait à un cylindre 
dont les génératrices seraient parallèles à Taxe Oz. 

Premier cas. — Le plan de référence est parallèle à l'un des 
plans j: = oouj^ = o.On démontre (Communication du 19 janvier) 
que dans le premier cas la flexion ^ est donnée par la formule 

OÙ p ei q sont les dérivées premières de/; r, s et t ses dérivées 
secondes. 

Une formule absolument analogue donne la solution de la ques- 
tion pour un plan de référence parallèle ky = o, 

(2bis) ?=(n«-hy«4-l) . ^^'j ' 

Deuxième ca^. — Le plan de référence est parallèle au plan xOy. 
On obtient, par une marche identique à celle suivie par M. De- 
martres, Texpression 

^ ^ p dq — q dp 

ou 

(4) #=(p.^<,.-^,) pdx-^qdy 

2. Points d*nne surface pour lesquels la flexion, par rap- 
port à un plan fixe, est indépendante du déplacement élémcn-- 
taire choisi.— ^Vrenon:i le plan sOy parallèle au plan de référence. 
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En se reportanl à la formiiic (2), on voit que la condition néces- 
saire et suffisante pour quMI en soit ainsi est que t soit nul : le lieu 
cherché est donc défîni par les équations 

on voit que c'est le lieu des points pour lesquels une direction 
asjmptotique est parallèle au plan de référence; on pouvait le 
prévoir d'après le théorème VII. Sous une autre forme ce résultat 
s'énonce ainsi : 

Théorème XII. — Le lieu Y des points (Tune surface I, pour 
lesquels la flexion par rapport à un plan donné est indépen- 
dante du déplacement élémentaire est le lieu des points d'in- 
flexion des sections faites dans la surface Hpar des plans pa- 
rallèles au plan de référence. 

3. Il peut arris,'er que le lieu précédent ne soit plus une ligne 
mais bien une surface; ceci arriverait dans le cas où la surface 
considérée comprendrait une nappe pour laquelle on aurait en 
tout point ^ = o. L'équation ^ = représentant une surface réglée 
à plan directeur, nous obtenons le théorème suivant : 

Théorème XIII. — Toute surface telle qu'en chacun de ses 
points la flexion par rapport à un plan fixe P soit indépen- 
dante du déplacement élémentaire est une surface réglée ayant 
le plan P comme plan directeur. Inversement, sur toute sur- 
face réglée à plan directeur, la flexion prise par rapport à ce 
plan pour un déplacement élémentaire quelconque est indépen- 
dante de la direction de ce déplacement. 

Remarque. — Celte dernière partie se généralise sans peine : 
dans toute surface réglée, la flexion suivant un déplacement quel- 
conque, à partir d'un point, prise par rapport à la génératrice de 

ce point, est constante et égale au signe près à yj — K1K2. C'est 
une conséquence immédiate du théorème VIH. 

-t. Problème. — On peut se proposer de rechercher les lignes 
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de ta surface S telles que la flexion prise pour un déplacement 
sur cette ligne, par rapport à un plan donné, soit en chaque 
point donnée par une fonction déterminée ^{x^y) de ses coor- 
données indépendantes, la surface étant supposée représentée 
par l'équation (i). 

Sî nous «adoptons le choix de coordonnées corrcs()Ondanl à la 
formule (-2), le lieu sera représenté par les équations 

L z =/(ar,^), 
(6) ( dy ^ r )P«-t-y«-t-i 1 i 

Nous obtenons ainsi une famille de courbes. Toutefois la dis- 
cussion de la seconde des équations (6) amène à des développe- 
ments analytiques que je crois hors de proportion avec Tintérêt 
qui s^j attache, aussi me bornerai-je à étudier quelques applica* 
tions particulières. 

Applications, — i" La fonction § se réduit à la constante zéro. 

La seconde équation (6) ne peut plus être appliquée en toute 

rigueur. Toutefois, en considérant le résultat obtenu comme cas 

limite, on trouve 

dx = o. 

Les courbes cherchées sont les sections de la surface par des plans 
parallèles au plan de référence. 

2" La surface est une surface réglée dont le plan de référence 
est le plan directeur. On a, dans ce cas, ^ = 0; par suite dx est 
nul, ce qui donne les génératrices rectilignes : ce résultat peut 
s'expliquer géométriquement, la flexion prise dans ces conditions 
étant évidemment indéterminée. 

On trouve, en outre, la solution singulière seule intéressante : 

/ z=^f{x,y)=^yfi{x)-^ft(x), 

qui représente une courbe bien définie sur la surface. 

Supposons, par exemple, que la surface soit un paraboloïde 
cquilatcre et le plan de référence un de ses plans directeurs. Elle 
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a pour éqiialion 

(8) ^=^^-^- 

La première des éqiialiuns (^) donne ici 

(9) T«-f-/«-+- a^—a§(x,y). 

Dans le cas spécial où la fonction ^ serait du premier degré en x 
et y et, en particulier, une constante, celle courbe serait tracée 
sur un cylindre de révolution. Donc, les lignes d^ égale flexion 
du paraboloïde équilatère par rapport à un de ses plans direc- 
teurs sont ses intersections avec la famille des cylindres de 
révolution autour de Caxe de la surface. 

o. Flexion dans Vhélicoïde gauche à plan directeur, la 
flexion étant prise par rapport à ce plan. — L'équation de la 
surface rapportée à son plan directeur est 

(10) ^ = tang — > 
d'où, en vertu de la formule (3), Ton conclut 



,f = aH- 



a 



Ainsi, les lignes d^ égale flexion sont les hélices asymplo- 
tiques de la surface; nous négligeons, bien entendu, les généra- 
trices recti lignes. 

6. Flexion dans le paraboloïde de réi^olution. — Nous pren- 
drons comme plan de référence, soit un plan parallèle au plan 
tangent au sommet, soit un plan parallèle à Taxe, c'est-à-dire à un 
plan méridien. 

L L'équation de la surface étant 
supposons d'abord le plan de référence perpendiculaire à Taxe. La 
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formulé (3) donne pour expression de la flexion 

rr' 4- V* -h a* X dx -^ y dv 



(12) .f = 



« X dy — y dx 



Une intégration immédiate donne en termes finis Téquation des 
lignes d'égale flexion. Elles «ont gauches, sauf quand cette flexion 
doit être nulle, auquel cas elles se réduisent aux parallèles de la 
surface. 

II. Si le plan de référence est parallèle à Taxe, nous pouvons le 
supposer parallèle au plan j? = o. La foniiule (2) donne alors 

(.3) ^^a^^a^r^yr^ 

a dy 

Cette formule permet de trouver les lignes à flexion constante et 
de résoudre d'autres problèmes du même genre. On voit qu'elle 
montre que le long (Vun méridien la flexion varie comme la 
dislance du point considéré au plan tangent au sommet, 

7. Il resterait, pour compléter cet exposé, à rechercher l'ex- 
pression de la flexion pour une surface donnée par une équation 

le plan de référence étant quelconque. Ce problème pouvant être 
considéré comme cas particulier du problème général qui termine 
ce travail, je ne le traiterai pas ici. On eu déduit la solution du 
problème lorsque la surface est donnée par une équation de la 
forme 



TROISIÈME PARTIE.— Étudk de l.\ flexion en coordonnées curvilignes 

RAPPORTEES A UN TRIÉDRB TRIRKCTANGLE. 

Nous supposons dans tout ce qui va suivre la surface définie par 
des équations 

(1) {r = ?('^^')» 
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et nous poserons suivant l'usage 



(î) 



(^') 



(3) 



(3') 
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1 . Etablissement direct de la formule donnant la flexion par 
rapport au plan xOy, — On trouve, comme dans le travail de 
M. Demartres, la formule 



(4) 



ê = 



W^dz 



A rfB — B d\ 



Cette dernière formule mène, par des calculs identiques à ceux 
que nous rencontrerons prochainement, à la suivante 



(^) 



ff = 



{^'^du-\-^'^dv^w^ 



(D'^;;,-D^;;)é/ii-+-(D-4/,;-D>;)e/i> 



2. Applications. — Dans le cas où Ton prend des sections ho- 
rizontales comme courbe v = const., c'est-à-dire où la fonction i( 
se réduit à une fonction de la seule variable Y, la formule (5) 
se simplifie considérablement et devient 



(r>) 






iPe/i> 



D é/tt -h D dv 
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elle S'écrit encore 

On lire très simplement de cette dernière forme divers résultats. 
Quand E'=o, c'est-à-dire quand la direction de référence, in- 
tersection du plan tangent et du plan de référence, esl asympto- 

tique, ^ est indépendant du rapport -r-y c'esl-à-dire du dépla- 
cement choisi et c'est le seul cas où cela ait lieu; c'est un résultat 
déjà trouvé. 

Soient maintenant Qg la torsion géodésiquc des courbes hori- 
zontales i' = const. et Q^ celle des courbes w=:const. Ces deux 
fonctions sont dounées par les relations 

Q.= ^(E'F-F'E), Q„=^(F'G-FG'). 

La flexion ^ suivant le déplacement du = o satisfait donc aux 
deux relations 

I _ E'F 

<«> ^\ _ G'F 

Les formules (8) conduisent aux résultats suivants : 

I® Si les courbes coordonnées m = const. et i> = const. sont 
rectangulaires, F est nul et il vient 

résultat déjà trouvé. 

a" On a également -, = Qn si G'= o, c'est-à-dire si les courbes 

M = const. sont asymptotiques. C'est un résultat connu (Théo- 
rème XI). 

SiE'=o, on retrouve le résultat suivant : la flexion d* une 
asymptotique par rapport à une direction quelconque est égale 
à son rayon de torsion. 

XXXV. 8 
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3** Soient Ru et R^ les rayons des sections normales tangentes 
aux courbes u = const. et v = const. Les formules (8) s'écrivent 

, . i r^ cos6 I - cosO 

On obtient ainsi le théorème suivant : 

Théorème XIV. — L'inverse de la flexion d^une direction mT 
par rapport à une direction de référence M 5 est égale : 

I** A la somme de la torsion géodésique relative à la direction 
considérée et du produit de sa courbure normale par le cosinus 
de Vangle (To). 

tP a la différence entre le produit de la courbure normale 
de la direction de référence par le cosinus de V angle (Ti) et de 
la torsion géodésique de cette direction de référence. 



3. Revenons aux conséquences de Téqualion générale (7). Si 
du 
d^ 

i /F' F'\ 



l'on pose -T- = [X, la formule considérée s'écrit 



1" Soient [X, et [X2 deux valeurs de a telles que |jli + |jl2 = o. En 
appelant é^i et ^2 les flexions relatives aux directions qui corres- 
pondent à [X| et |JL2, 

où ^0 désigne la flexion du déplacement suivant u = const. Ainsi : 

Théorème XV. — La flexion prise par rapport à une direc- 
tion quelconque pour un déplacement déterminé est moyenne 
harmonique des flexions relatives à deux déplacements conju- 
gués harmoniques par rapport à la direction de référence et 
au déplacement considéré. 

Corollaire, — La flexion d'un élément prise par rapport à une 
direction perpendiculaire, égale à la torsion géodésique de la 
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direction du déplacement, est moyenne harmonique des flexions 
prises par rapport à la même direction, de deux déplacements 
quelconques symétriques par rapport au déplacement considéré. 

Remarque. — Le théorème V n'est qu'un cas particulier du 
théorème XIV. 

a® Soient [Ai et ^^ deux valeurs quelconques de [jl; on a 

('^> ^7^=1îi-^-^^— HT -^î^tf^t+iF- 

Dans le cas où les déplacements sont conjugués, on a 

EVifJit-+-F'({ji|-f- fjij)-f-G'=o, 

et il vient 

_j F^«— EG^ i_ 

c'est-à-dire 

résultat déjà trouvé autrement. 

4. Calcul de V expression générale de la flexion (T8) d'^un 
déplacement par rapport à une direction de référence. — On 
voil sans peine que Ton a en valeur absolue l'égalité 

en désignant par ai,^|,Yi les cosinus directeurs de M S et par a^ 
6|, Cl ceux de la normale à la surface; or ici 

A . B C 

''=H' *=H' ^=H' 

la formule (i i) devient alors 

H(aié/aH- Pié/A-h Yi^c) — (a%x-^ b^x-^ c^x) dH 

La direction de référence étant dans le plan tang<Éint, cette expres- 
sion se réduit à 



8^dA^H-p|£/B-+.Y,rfG 



«- • * • • • 
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Soient X et [ji les coefficients directeurs superficiels de la direction 
de référence ; on a 

* du ^dv du dv 

et la formule analogue ; d^où 

^\dy — ^idx = C( \dr— \l du ). 
II vient alors 

Le dénominateur est de la forme \dii -\-i d{^\ il reste à calculer I 
el J. Dans l'expression de a, dS, qui, développée, s'écrit 

faisons les substitutions 

Nons aurons, comme coefficient de du, 

^ (^^ + t^f ) = ^[/»(?:,.'!'i-<!';,.?;')+/»(?«<!';.-'i';.?'».)] 

Faisant la somme des termes analogues dans a, dK, ^i dQ, y< ^^> 
nous trouvons 

I=-(XD -t-ixD'). 
J= — (XD'+jjiD'). 

Nous avons donc au signe près 



^ = 



(fxrfa — Xrfp)II« 



(XD -f- fjiD') rfa -f- (XD'-h {aD') c?p 



Pour voir quel signe il faut adopter, comparons avec la for- 
mule (5), qui donne sans ambiguïté la flexion par la direction 



^ 
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défînie par la relalion ^'^ du + (|/|. [x = o. Nous constatons que la 
formule précédente convient en grandeur et en signe. On a donc 



^ = 



(lidu — \dv)U* 



(XD -h \iD')du -+- (XD'-h ulD") dv 

(l3) / ^ V n / 

i U(iidu — ldv) 

' "" (XE'-f-fxF')é/a-f-(XF'-f-|jiG')rfp 

et, si Ton déflnit le déplacement par ses paramètres superficiels i, tj, 
on obtient la formule 

/./^ f _ H(fi^~XTi) 

^^' ''^" (XE'-+-tiF')Ç-+.(XF'-f-tiG')Tï' 

et, si Ton pose 

0(X|x) =t E'X«-f- a F'Xfi -h GV«, 

on peut encore écrire 

...x ^_ ^H(fxg-XT)) _ aH(HL;-XT^) 

On vérifie immédiatement sur ces formules la relation 

(TS)-+-(8T) = o 

et le fait que, si les directions (i, y\) et (X, [jl) sont conjugués, ^ est 
infini. 

5. Interprétation géométrique nouvelle de la formule (i5). 
— Rapportons la surface à ses lignes de courbure : Téquation de 
riudicatrice en un point (e/, v) rapportée à ses axes sera 

E'X*-4-G>« = i, 

rhomogénéité de la formule (i5) permettant de prendre pour 
valeurs des paramètres Xet[jL les coordonnées rectangulaires (X, a) 
du point correspondant de Tindicatrice. 

I. Indicatrice elliptique. — On peut poser 
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et 

a et b étant les axes de rindicatrice. Or, ici les axes superGciels 
étant rectangles, on a 

jxÇ — Xt, = GROS sine, 

et la formule (i5) donne immédiatement 

, , ^ H sine GROS 

(17) ^= ; r- 

On peut aussi calculer la dllTérence [x^ — Xy^ au moyen des 

Fig. 2. 

V / 



l'iUïl^ 

0; 



relations (16); si Ton pose 

Ç = 91 — ?î, 
on arrive à la formule 

(18) ^= Ha^^tangi;. 

On peut transformer ces deux résultats de manière à mettre en 
évidence divers éléments géométriques : les rayons des sections 
Ri, Rs, R et R' des sections normales qui passent respectivement 
par OU, OV, OR et OS. En effet, en posant H'2= E'G/ on a la 
relation 

(19) *^i^^«=îri- 

D^où 

GRGS 



"" H'V RR' ' 

la formule (17) donne alors 

. ^ Ri Rf siii£ 

(20) jF = -±=l — . 

V^RR' cosÇ 
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La formule (18) donne iminédiatemenl 

(21) J = v/fi7HltangÇ. 

Les formules (20) et (21) ont des significations gcométriques 
f|u^on aperçoit immédiatement en faisant intervenir le cercle prin- 
cipal de rindicatrice. 

Dans le cas d'un ombilic, les deux formules se réduisent à 

^= R lange. 
IL Cas (V une indicatrice hyperbolique, — On posera ici 



(X2) 



( X = asec<pi, J = asccçj, 

\ ^ — b tangçp,, T^ = A lang<p,, 



et l'on trouvera 

(23) J = . r- 

v/ÏÏR' tang'4; 
en posant 

langy = ■ *—* 

° ^ cosçi cos9i 

L'Interprétation de cette formule ne présente pas le même intérêt 
géométrique que celle de la formule (20). Même observation pour 
la formule qui remplace la formule (21). 

Remarque. — Il est évident qu'on pourrait ramener ce second 
cas au premier par l'introduction d'angles imaginaires. 

IIL Cas (V une indicatrice réduite à deux parallèles. (Points 
paraboliques.) — L'équation de l'indicatrice est ici 

E'X«=i. 
On a successivement 

^ __ II. OR. OS sine _ Il sine 

^ "" rlç "* Ë" ïhiesintj'' 

d'où résulte 

sine 



(24) *l' = Ri 



sinO sinO' 
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Ri désignant le rayon de courbure normale fini unique au point 
parabolique considéré. 

Nous avons déjà, dans l'étude des développables, rencontré des 

Fig. 3. 




cas particuliers de la formule (28). Par exemple, si la direction T 
et sont rectangulaires, OR et OS sont rectangulaires; et Ton a 



d'où 

(25) 



'À 



5 = -> 
•À 



i 2R. 

ef = — S * 



formule qui n'est autre que la formule (i3) de la première Partie. 

6. Expression de la flexion suivant un déplacement donné 
prise par rapport à un plan de référence arbitraire. — Soit 

(26) oja? 4- P/H- Y-Ç = o 

Téquation du plan de référence dans laquelle a, ^, y sont les 
cosinus mêmes de la normale au plan. On obtient la direction cor- 
respondante (X, |jl) en portant dans Téquation (26) les valeurs 

et l'emploi de la formule (i4)i P^r exemple, donne immédia- 
tement 

et avec la notation en paramètres superficiels 



(28) ^ = 
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Remarque, — Ces formules se simplifient un peu si les coor- 
données u^ V forment un système conjugué. 

7. Application. — Nous nous bornerons à faire de la for- 
mule (27) Papplication signalée à la fin de la seconde Partie : la 
surface étant donnée par son équation cartésienne 

et le plan de référence étant représenté par Téquation 

aar -4- P/-»- Y-s = o, 

calculer la flexion. En appliquant la formule (27 ), on trouve 



(^9) ^ = 






SUR LE DÉVELOPPEMENT 
EN FRACTION CONTINUE D UNE IRRATIONNELLE AMBIGUË 

DU SECOND DEGRÉ ; 

Par m. Auric. 



Considérons une irrationnelle (o racine de Téq nation du second 

degré 

ax* ■+■ hx -f- c = o, 

d'où 

— 6-h/Â . ,, , 

u) = — f A = 6' — 4rtc. 

Le développement en fraction continue de (o est périodique et 
nous pouvons écrire 

w ^ (Xi, Xj, . . ., X„). 

La racine conjuguée (o'= — donne naissance au déve- 
loppement renversé et Ton a 

to'sE (X„, X„_t, . . . , Xj, X|). 
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Si l'irrationnelle co appartient à une classe ambiguë, ces deux 
développements sont identiques et cela ne peut se produire que 
si la suite indéfinie 

(l) . , ,, A;i, A|, Àf, • • >, Art, Aj, Aj, . . . , A/i, A|, A%f . • . 

est symétrique soit par rapport à un terme X, soit par rapport à 
rintervalle compris entre deux termes consécutifs. 

Nous savons que, dans le premier cas, co est racine d'une équa- 
tion de la forme 

ax^-h iiax -^ c = o, 

y— 

d'où <o = — - ih — , et nous dirons que (o est une pseudo-fraction. 
Dans le second cas co est racine d'une équation de la forme 

ax^ •+■ bx -+- a = o, 

d'où (oco'= I, et nous dirons que w est une pseudo-unité (•). 
Trois cas seulement peuvent se présenter : 

A. La suite (i) est symétrique par rapport à deux intervalles : 
en d'autres termes il existe deux pseudo-unités distinctes équiva- 
lentes au sens de Dedekind. 

B. La suite (i) est symétrique par rapport à un intervalle et par 
rapporta un terme, ce qui se présentera évidemment si la période 
renferme un nombre impair de termes. 

C. La suite (i) est symétrique par rapport à deux termes, c'est- 
à-dire qu'il existe deux pseudo-fractions équivalentes. 

Nous allons examiner successivement chacun de ces cas et nous 
verrons que, si l'on appelle /, u la plus petite solution de l'équa- 
tion de Fermât 

la nature de la suite (i) dépend exclusivement de la décomposition 
en facteurs des deux nombres t-^ 2 et t — 2. 



( * ) Voir Journal de Af. Jordan, 1902, p. 4 16. La distinction entre pseudo-fractîoos 
et pseudo*unités a pour but de faire ressortir des résultats différents au point de 
vue des identités arithmétiques. Mais elle nVst pas essentielle : en effet, Loulc 
période (. . ., X^,, X-, \, X^p . . .), symétrique par rapport à Pintervalle (X,, \), se 
ramène à la période (. . ., X-_p ±114- X„ dt 1, d:i-hX,, X,-..,, . . .)» qui ^st symétrique 
par rapport au terme d= i . 
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A. Appelons o), (Oi les deux pseudo-unilés, on aura 



Aw — B 

u>(i)' = (i>i (i>| = I , b)i = 

avec 



u)ti) =a)i(i)i =1, to,= -__j. 



BG — AD = i. 

Cette relation subsiste évidemment si Ton remplace chaque ir- 
rationnelle par son inverse, ce qui donne 

f ^ A — Bco 

a)| ~~ G — Do) 

d'où en substituant on obtient les deux relations : 

_ (A«-~G»)(o — (AB — GD) _ (A«--B«)t«)i — (AG — BD) 

^" (AB — GD)a) — (B*— D«)' *^*" (AG — BD)a), — (G*— D«) 

qui donnent sous une forme explicite les équations dont (u et (Ui 
sont racines. 

La quantité placée sous le radical est égale à 

(Bî-f.G«- A«— D«)«— 4, 

ce qui permet d'écrire 

B«-+-G«— A«— D«= t 

et, comme BC — AD == i , il vient 

/ -+- 2 = (B -f- G)«— (A -4- D)« = (B -t- G -+- A -+- D)(B -t- G — A — D), 
/-2 = (B — G)»— (A — D)«=(B — Gh-A— D)(B — G-A-+-D). 

Si / -h 2 = mn ti t — 2 =^pq sont des décompositions accep^ 
tables on aura évidemment 



« = 4 ' ^= ^ 

_ m-h n — p — q m — n — p -h g 

4 ' 4 



B. Admettons en second lieu que l'on ait 

, . Aw— B 

u>(i)=I, u>t-i-a)i=A, Wi=7;^ p: 

tiio — D 

avec 

BG- AD= I. 



» 



— 144 — 
On trouvera comme seconde relation 

. A — Bo) 

G — D<D 

et en éliminant il viendra 

_ D(2B--DX)(o-(BC-4-AD — CDX) 
^- (BG-t-AD — CDX)a) -C{2A — CX)' 

_ (AC — BD)a)| — (A«— B«) 

***'"" (G«-D«}io,-(AG- BD)' 

La quantité placée sous le radical sera égale à 

[X(G«- D«) — 2(AG-BD)p-4, 

d'où l'on peut poser 

X(C«— D«) — 2 AG -+- 2BD = t 

et par suite, en tenant compte de BC — AD = i , 

/^2 = (G-t-D)[X(G-D) — 2A-t-2B], 
/ — 2 = (G - D)[X(G -i- D) — 2 A — 2B]. 

Si les décompositions / -h 2 == m/i, t — 2 =PÇ sont accep- 
tables, on aura 

-, m-hp . Xm — n — g -. m — p „ Xo-t-n — or 

C S= , A= ; -f D= i-f B = — ^- i- 

Remarquons que Ton peut mettre le produit tX sous la forme 
d'une somme algébrique de quatre carrés 

a = B»-4-(GX — A)«— A«-(DX — B)« 

avec 

B(GX — A) — A(DX — B) = X. 

C. Admettons, enfin, que l'on ait 

avec 

BG-AD = I. 



On aura comme seconde relation 

. A(X — o)) — B 

Al— (D|= r^-r =-, 

G(A — ta) — D 

et, par suite, en éliminant, 



0) = X — 



(CDXi — BC~AD)fa)-D(DX|--aB) 
C(GXi — 2A)w — (GDX,— BC — AD) 



-~> 



^ ^^ (AGX— BG — AD)u), — A(AX~2B) 
^* » G(GX— 2D)a)i — (AGX — BG — AD)' 

La quantité placée sous le radical est 

(C«XX, — 2ACX — 2DGX,-+-2BC-+-2AD)«— 4, 
ce qui permet de poser ' 

C«XX,— 2AGX — 2GDX, -4- 2BC -*- 2 AD = t 

et, par suite, puisque BC — AD = 1, 

/-+-2 = G(GXXi — 2AX — 2DX,-4-4B), 

/ — 2 = (GX,— 2A)(CX — 2D), 

et, si l'on pose encore ^-+-2 = ^/1, / — 2=/?y, il viendra 

m\i—p -. m\ — q mXX|— />X — ûtX, -+-n 
t, = m, A = 9 LF = f D = — * . 

'22 4 

EnGn, nous remarquerons que Von peut mettre le produit tW^ 
sous la forme d'une somme algébrique de quatre carrés 

AX,= B«-*-(CXX, — AÀ — DX,-4-B)«-(AX-B)«-(DX,— B)« 

avec 

B(GXX,— AX — DXi-hB) — (AX— B)(DX,-.B) = XX,. 

Il sera possible de déduire de nombreuses identités arithmé- 
tiques des formules que nous venons d'établir. 
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HOTE SUR LES ÉQUATIONS ar'-aj' = i ET x2-ar'=-'; 
Paix M. B. Niewenglowski. 

1. On sait que l'équallon 

(i) ar«— aj'« = i, 

dans laquelle a est un entier non carré, a une infinité de solutions 
entières. Si a: et ^ sont deux entiers positifs vériHant Téquation, 

— est une réduite de rang pair du développement de y^ en frac- 
tion continue. 

2. Soit Xi, y\ une solution entière positive de Téquation (i), 
telle que ;ri >> i, et soient a, ^ les racines de l'équation 

■ 

(2) rc» — 2a?iar -f-i = o, 



en posant 






(3> 


a" -4- B« 

Xn— ^» 

2 


ot"— B« 
r«= ^ 



(«>P); 

^/f? ^/i sera une solution entière de (1). Si Xj, y\ désigne la plus 
petite solution entière et positive de l'équation considérée, on dé- 
montre aisément que les formules (3) donnent toutes les solutions 
entières positives de la même équation. 

On calcule ces solutions par les formules de récurrence 

. . ( a?/i-+-i = 2ariar« — Xn-u 

3. L'équation (i) représente, en axes rectangulaires, une hyper- 
bole de sommets (1, o) el ( — i, o). Nous appellerons />oi/i^5 ^/i- 
tiers les points de cette hyperbole ayant pour coordonnées des 
nombres entiers. 

On établit facilement les propriétés suivantes de ces points. Si 
M et M' sont deux points entiers, la parallèle à la tangente en M' 
menée par M rencontre une seconde fois Thyperbole (i) en un 
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point entier M"'. Si M et M' sont sur une même branche et qne 
Tare MM' ne possède aucun autre point entier que ses extrémités, 
nous dirons que M et M' sontdes points entiers consécutifs; alors 
M' et M" sont aussi des points entiers consécutifs. 

Soient A(i, o) le sommet, A|(^i,^i) le premier point entier à 
coordonnées positives ; la parallèle menée par A à la tangente 
en A| donnera le point A2(^2) ^2)9 la corde A| A3 sera parallèle 
à la tangente en A2, etc., et l'on obtiendra ainsi tous les points à 
coordonnées entières et positives. Par symétrie, on aura tous les 
points entiers à coordonnées positives ou négatives. 

Au moyen de ces remarques, on voit par exemple que, si ^', J^'' 
est une solution entière, les formules 



en fournissent une nouvelle. De même 

formules qu^on obtient aisément à Faide des équations (4)* 

On peut encore remarquer qu'il y a une infinité de manières 
de distribuer les points entiers deux à deux sur des cordes paral- 
lèles. 

4. L'équation x- — ari^y^^=v a une infinité de solutions en- 
tières. Soit x\ y l'une d'elles; alors x'j ny est une solution de 
l'équation (i). Donc cette équation (i) a une infinité de solutions 
Xj y telles que y soit un multiple d*un entier n donné arbitrai- 
rement. 

5. Occupons-nous maintenant de l'équation 
(1)' rr*— rt^«=: — I. 

Elle n'a pas toujours de solutions entières. Si elle en a, elle en 
a une infinité et, si l'on désigne l'une quelconque par Ç, t), la frac- 
tion -- est une réduite de rang impair du développement de >Ja. 

En outre, si Ç|, t,i désigne la solution entière positive composée 
des plus petits entiers possibles, on a ^1 >> i et en outre 
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Soient y, o les racines de l'équalion 

(•i)' x^ — 2^tx — I = o; 

si Ton pose 



(3)' 


Y^-HO» Y»— 5» 


on aura 






Ç« — «TOÎ-Êl 



(T>ô), 



6 étant égal à + i ou à — i , suivant que n est pair ou impair. 
On a 

( '»i«-+-l= 2Ît^n-+-''Qn-l• 
0n obtient ainsi, en remarquant que $©= '> "^0=^7 



û'où 






«.= V/^' '■' = \/^ 



Plus généralement, si l'on pose 



(5) 



î-l/'-ï^' -Vt^' 



OU, inversement, 

(6) :r = 25«-+-i, r = 2$7i, 

si les formules (5) attribuent a Ç, t^ des valeurs entières, Ç, ri sera 
une solution de Téquation (I)^ D^autre part, si Ç, y^ est une solu- 
tion entière de (i)', les formules (6) donnent pour x, y des valeurs 
entières vérifiant Téquation (1). 
Or, 

c'est-à-dire 

Mais 

donc 
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La relation 

peut donc s'écrire 

et de même 

De là cette conséquence : pour que Inéquation 

ait des solutions entières, il faut et il suffit que la plus petite 
solution positive entière autre que ij o de l'équation (i) soit de 
la forme 

et alors Ç, = a, tj , = i>. 
6. Cela posé, des formules 

on tire 

et de même 

Si nous supposons p impair, Çy,_2? ^/»-2 ; Ipt f\p \ Ç/?+2» t^i/»+2 sont 
trois solutions de (i)' fournies par les formules (3/; désignons- 
les par 

Nous aurons ainsi 

Ces formules ne peuvent servir qu'à partir de ai = 2. 
On a donc 

X^ — 1X\X^ T|, 

xxxr. 9 



- 130 - 
D'ailleurs, 

ou 

et de même 

Cela étant, on déduit des formules (8) 
et par suite, de proche en proche, on arrive à 

OU enfin 



7. Je dis mnîntenant que nous avons obtenu toutes les solutions 
entières de l'équation (i)'. En effet, soit x\ y une solution diffé- 
rente de celles que nous avons trouvées. On voit immédiatement 
que x' est compris entre deux valeurs telles que x',, et ^'^+,, el^ 
entrejK;, eiy„^,. 

Si Ton pose 

jr = yx„^i .r y„^i , 

jr,y sera une solution de Péquation (i). 
Or, 

ou 

jr — : i^ • — > o. 

D*autre part, nous avons trouvé 
ce qui peut s'écrire 

ou encore 

y 1 — -. • — T- > 
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ce<]ni donne, par comparaison, 

ce qui est impossible. 

8. Reprenons les relalions(^),(^yetsupposons maintenant que/7 
soit pair. Alors, i^i.i, Ç;?, Ip^^ sont trois solutions de Tcqnation (i) 
et, si on les désigne par ^m_i, x„^ ^//^.i, on aura entre ces quan- 
tités les relations (4)« 

Donc, en réunissant les résultais obtenus, on voit que, si Téqua- 
lion (i/ a des solutions, les formules (4)' donnent alternativement 
toutes les solutions de l'équation (i)' et de Féquation (i), pourvu 
que ^1, Tu désigne la plus petite solution positive entière de (i)'. 

9. Remarqi^ons enfin que les points entiers de Thyperbole re- 
présentée par Téquation (i)' ont des propriétés analogues à ceux 
de sa conjuguée; mais les sommets de (i/ ne sont pas des points 
entiers. 



SQR ysniNGTIOlf DU FROTTEMENT; 
Par m. Paul Appell. 

Dans nn intéressant article publié dans ce Recueil ('), M. Le- 
cornu a étudié, sur nu exemple assez général, le problème de 
rextiiiction du frottement. 

]. Je me propose d'étudier la même question pour un sj^stème 
matériel présentant les caractères suivants, qui se (rouvebt réalisés 
dans la plupart des systèmes usuels. 

i" Le système considéré est d'abord assujetti à des liaisons 
quelconques, sans frottement, indépendantes de temps; 

2" Il est soumis à des forces intérieures dérivant d'un potentiel M 
(pli est positif dans toutes les configurations possibles du système 

(') Bulletin de la Société mathématique de France ^ t. \X\V, p. %^ 1907. 



\ 
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et qui devient nul clans une configuration spéciale, constituant 
une configuration cl^équilibre stable du système sous Taction des 
seules forces intérieures; 

3'* Le sj'steme est en contact avec des solides GxesSi, S},..^^^) 
sur lesquels il glisse avec frottement; 

4" Il est soumis enfin à d'autres forces extérieures dérivant 
d\ine fonction U, qui reste inférieure à une limite fixe L, pour 
toutes les positions du système dans lesquelles le contact subsiste 
avec Tun au moins des corps S|, S3, . .., Sp. 

IL Le système étant ainsi déGni, le théorème des forces vives 
donne Téquation 

(1) rf(T-+-n -U)=— /iN,i^,rf/— /,N,i^,rf/-...— /,,NpV,,rf/, 

où T est la demi-force vive, où f\^ /ii •*"> fp so"t ^^^ coefficients 
de frottement, N|, N^, ..., N^, les valeurs absolues des réactions 
normales, i'i, v^^ . . ., Vp les valeurs absolues des vitesses des points 
matériels en contact avec les solides S|, S2, ..., S^. 
On déduit de cette équation la coixiéquence suivante : 

Si les réactions restent finies ^ il est imipossible que l'un quel- 
coiiqÂiC des produits N| l'i, Nj 1^2? *• "i^p^pi o,insi que la somme 
r/i\i', ait une limite inférieure autre que zéro. 

En efTel, supposons, par exemple, que pour les valeurs crois- 
santes du temps t^ Na (preste supérieur à un nombre positif fixe X, 
différent de zéro. On aura 



d'où, en intégrant. 



T-+.n-lI<-X/i./-4-C; 



comme, par hypothèse, U est limité, U < L, tant que le système 
est en corftact avec Sa, on a 

T H- n < —\fkt -f- C -+- L. 

Mais alors, au bout d'un temps / suffisamment grand, T -H 11 
deviendrait nul, et les vitesses de tous les points du système 
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s'iiniiuleraîent clans lu configuralion cl*é(|iiilibre stable correspon* 
dant à n = o. 

Ce résultat est en contradiction avec l'hypothèse faite 

Nx Vk > X, 

car, puisque les vitesses s'annulent, v/g tend vers zcroctN* est sup- 
posé fini. 

Les limites inférieures de tous les produits N|r,, N2i-2j •.., 
NyjTy, et de la somme ^/Nv sont donc nul/es. 

Il arrivera, en g^énéral, que ces produits tendront tous vers zéro, 
DonCy certaines des réactions, N|, Na, .. ., N*, par exemple, ten- 
dront vers zéro; le système tendra à abandonner les liaisons avec 
frottement d'où proviennent ces réactions. \in même temps les 
vitesses des autres points frottants 1^^4.1, ^a+s? • . .< (^/» tendront vers 
zéro et les glissements correspondants tendront à dispanutre. 

Le système, dans son ensemble, cherchera donc bien à échapper 
au frottement. 

Ces considérations s'étendent au cas 011 les corps du système 
frottent les uns sur les autres. Je laisse à d'autres, qui auront plus 
de loisirs que moi, le soin de les généraliser et de les préciser. 



SUR LE PROBLÈME DES MULTIPLICATEURS RÉCIPROQUES; 

Par m. C. Popovici. 

1. A propos de la théorie des derniers multiplicateurs, on peut 
formuler le problème suivant : Quels sont les systèmes d^équa- 
tions 

\\) —— = -—=...= -—-, 

\\ Aj A/, 

dx\ dXi dxn 

(II) —- = -—=...= -—-, 

./i Ji Jn 

tels que les coefficients dUin système soient les multiplicateurs 
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de l'autre ?Ccsi ce qu'on pourrait appeler le problème des mul- 
tiplicateurs réciproques. 

Pour le Uailer, il faut rëïtoiulre le système de 2(/i — i) équa- 
tions : 

(A: = I, 9., . . ., /i). 

Nous ne considérerons que le cas de deux variables. Dans ce 
cas, les derniers multiplicateurs sont en même lemps facteurs 
intégrants. 

Deux questions se posent : 

i" Quels sont les deux groupes de facteurs intégrants réci- 
proques A, B;/, o? 

•2" Quelles sont les intégrales que l'on obtient avec ces fac- 
teurs? 

Nous résoudrons les deux questions en même temps. 
2. Pour traiter la première, il faut intégrer le système 

\ dx dy • \ox dy I ' '' dx ^ dy \àx dy J 

En ce qui regarde la deuxième question, il faut remarquer que, 

si Ton fait 

A f 

H— ff , — »^ ^ 

on a 



(2) 



' dx 

i — = dy pour v = const. ; 

i ^^ ^ 

[ — = o^ pour u = const. 

H s'ensuit que chaque intégrale obtenue avec la combinaison 
Ady — Kdx sera une fonction de r et chaque intégrale obtenue 
avec la combinaison fdy — o dx sera une fonction de w; par 
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conséquent, on aura 



(3) 



j l{v)=Jo{kdy--hdx\ 'z{u)=.jB(fdy-^odx). 



Maialenant, si nous égalons les premiers membres de celles des 
équations (i) qui sont écrites sur une même ligne, nous obtien- 
drons 

Donc 

(5) Ao — B/= const. = X:, 

ce qui revient à 

A- 

et, en vertu des équations (3), 

Ces formules font voir que les courbes u = const. et i' = const. 
sont des courbes de translation, ce qui résulte aussi des équa- 
tions (2). 

En vertu des équations (2), on peut écrire 

(7) uv'j.'hv'y^o, pi/i-t- w;.= o, 

d*oii, par élimination de v^ 



à Uy 

(8) "=-' 



ây u'j, 



A. ^ 
dx ii'x 

Pour intégrer cette équation, remarquons qu'en vertu des équa- 
tions (2) et (6), on a 

,. z'(v) t'(u) 
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Donc, si l'on fait A" = i , il viendra 

(lo) / J J 

ou, en éliminant r, 

(m) x-^uz{u) — j 'z{u)du =^t:[y'\''z{u)]y 

qui est Tinlégrale générale de Téquation (8). On tirera v de la 
seconde équation (7). 

L^intégration du système (i) est terminée si l'on se souvient que 
nous avons encore obtenu l'intégrale (5). En cflet, les équa- 
tions (4) et (7) sont équivalentes au s^'stùme (i). 

Il est intéressant de remarquer que les fonctions 2^ et t peuvent 
être prises arbitrairement, en tant qu'elles sont regardées comme 
fonctions de (^ et u\ mais, si on les regarde ensuite comme fonc- 
tions de X et y^ elles ne sont plus arbitraires. En cOet, les équa- 
tions (3) nous donnent 

On voit que le problème dépend de trois fonctions arbitraires. 
Supposons que Ton se donne, par exemple, B, 2^ et t; alors les 
équations (10) donnent u et i', Péquation (5) fait connaître o; 
puis on a A = Ba, /= ov et enfin ^ et £ par les équations (9). 

Si Ton se donne d'avance les équations 

dT _ dy dx _ dy 

r""1r' 7"~T' 



£ 



ce sont les équations (5) et (7) qui permettent de reconnaître si 
les coefficients sont des multiplicateurs réciproques. 

3. On peut résoudre un problème plus général : Déterminer 
les fonctions u et v telles que l'on ait 

dx dx 

= dy pour v = consL ; = dy pour u = const. 



MU) -" '^ ii{v) 

Il faut intégrer le système* 

(7') X(a)i'i4-i';=o, yL{v)u!^-\'U'y=:o, 
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qui nous conduit ù réc|iialion 

D désignant le symbole -j- • 

dx 

Le problème est le même; car, si u est une intégrale de Téqua- 
lion dx=.vdy^ ^(") ^" ^^^^ ""^^ aussi; de même p.(i^) sera 
comme v une intégr9le de Téquation dx = u dy. 

Faisons donc X(a) = U et [jL(i') = V; le svstôme (7')*^ réduit à 

uvi-+- v;,=: o, vui-+. u;.= o, 

dont nous avons trouvé l'intégrale générale. En passant de U à 1/, 
on a, pour cette dernière fonction, 

(II') jr — X(a)T(M)-t- rT(a)é/a=ir[^ — T(i«)]. 

On pourrait trouver encore cette solution en remarquant que, 
d'après les équations (7'), les courbes u et v sont des courbes de 
translation. Dès lors on doit avoir 

X = ^(p)-t- «(m), 



avec 

— = !ji(i;), =>.(a). 

4. Une question plus générale encore, que nous allons formuler, 
conduite une équation de la forme 

que nous pourrons étudier et même intégrer dans certains cas en 
la réduisant à Téquation classique de LapUce 

5 -h «/? -H ^y = o, 

OÙ a et 6 ne dépendent que de x et j. 



— 138 — 

Nous avons jnlégré l'équalion (12) clans le cas où P esl nul el 
H fonclion de z; son Intégrale générale est exprimée par la rela- 
tion (11'). 

On arrive à celte équation quand on se propose de trouver les 
fonctions u el V telles que Ton ait 

= dy pour v = const. ; '■ — = dy pour u = const. 



Pour cela il Tant intégrer le système 

(l3) \{U,V)v'jc'^v'y=^^ IJL(tt, i>)lli-t-llj=:0. 

De la deuxième é(|uation on tire 

et en remplaçant dans la première on obtient Téqualion (12) où ^ 
représente la fonction u. 

Réciproquement, on peut revenir de Péquation (12) au sys- 
tème (i3) si Ton intègre Téquation 

du _- , 

Essayons maintenant d^intégrer le système (i3). 

Remarquons que ff{v) el/(f/) seront comme ;/ et (> des intégrales 
respectives des équations (i3). Nous pourrons donc user des sub- 
stitutions U =:f(^u)y V = «p(r) pour simplifier les expressions de )x 
et de {X. 

Au lieu de chercher u et v en fonction de x et y, cherchons x 
vly en fonction de u el v. A cet effet, posons 

(i4) x = Tz(u,v), ^ = ro(ii,i'). 

Faisons successivement i^ = const., £< = const. ; nous trouvons 

--f r=X(a, «;), -^ = fx(w, i'). 

Donc, si Ton connaît la fonclion m, on aura 

(lî) r.{UjV)=i I Xwltdu-h I iJLw'^dv. 



> 
Exprimons que le second membre est inlégrable; nous arri- 
vons à 



(i6) ^Hv"^ y ^u — ?— inj» = o, 






ce qui est une équation de Laplace. Supposons que Ton connaisse 
rintcgrule de l'équation (16); alors on aura Texpression de m avec 
deux fonctions arbitraires, puis'n; les équations (i4) nous donne- 
ront enfin la solution générale du système (i3). 

o. Exemple I. — On suppose X fonction de u et [x fonction 
de V. On a 

On retombe sur une solution connue que nous avons exprimée 
par la formule (i i'). 

6. Exemple II. — On suppose X=[x. Les équations (i3) 
donnent alors 

U'v *'i' 

Les deux équations (i3) se réduisent à une seule 
el il n'y a pas lieu de chercher x et y. On a 

avec deux fonctions arbitraires cp et tc. 

7. Exemple III. — On se donne le système 

/(a)«'-«<p(p)''pi-+- 1^; = o, /(w)«>(i' )'*-»!<;-+' u'y = o. 

Cet exemple contient comme cas particulier l'exemple I pour 
n = n'= o et aussi le cas )v = 'f (r), \x^= f(u) pour n = /i'= i. 
Par un changement de variables on est ramené aux équations 

un- I ç/i ,,^ ^_ |.^ = o^ un'çn ^'j. -h u] = O. 
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La déleniiiiialion de y dépend de Inéquation 






qui est Téquation d^Euleret de Poisson. Son intégrale générale est 
donnée par la formule 

On aura par suite pour x 

Pour nous rendre compte de la généralité de la méthode, remar- 
quons que les fonctions ainsi trouvées ne sont pas seulement les 
Intégrales générales du système proposé; mais aussi d'une inGnilé 
d'autres; à savoir ceux dans lesquels le couple X, [x satisfait aui 
équations 

Xi __^ n f^« _ '*' 

X — }^~^ V — w X — fJi~"«' — w 

Eliminant jx entre ces équations, on trouve 



n . . n' — I 



A ..j, ^— ———— Am -t~ "~~~^~" A« — O. 

i^ — a V — u 

Donc les solutions ci-dessus satisferont à une double infinité 
de systèmes de la forme (i3), dans lesquels on a 
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NOTB AU SUJET DB CERTAINES DISCONTINUITÉS APPARENTES 

DANS LES MOUVEMENTS 
OU INTERVIENT LE FROTTEMENT DE 6USSEMENT; 

Paii m. de Sparre. 



DaQs une Note publiée, l'an passé, dans le Bulletin de la 
Société mathématique, j*ai fuit voir que Ton arrive sans peinu 
\\ lever rambiguïlu appareille à laquelle peut conduire remploi 
des lois de Coulomb, en tenant compte de la continuité du mou- 
vement. 

Il existe toutefois certains problèmes où Tapplication de ces lois 
send)le conduire, ainsi que je vais le faire voir, à un mouvement 
discontinu, ce qui paraît à première vue absurde. Toutefois, si Ton 
rxamine la question de plus près, on voit (pie la solution à laquelle 
on est conduit est au lieu de cela fort rationnelle, et que là encore 
les lois de Coulomb donnent une image, approchée sans doute, 
mais somme toute très satisfaisante des phénomènes. La disconti- 
nuité qu^elles introduisent ii^exisle évidemment pas, mais elle 
remplace une modiGcation très rapide des conditions du mouve- 
ment, modincalion que Ton peut sans inconvi'nients remplacer 
par la discontinuité en queslioti, si Ton se propose seulement de 
connaître ce qui se passait avant et après la modification dont il 
s'agit. 

C^cst d'ailleurs Thypothèse de la rigidité absolue des liaisons, 
qui introduit dans le cas actuel la discontinuité dont nous venons 
de parler, comme elle avait conduit à introduire des percussions 
dans les problèmes examinés par nous dans la Note que je rappelle 
en commençant. 

Si Ton tient compte de Félasticité des liaisons, cette disconti- 
nuité disparaît et elle est remplacée par une modincalion des 
conditions du mouvement d'autant plus rapide que les liaisons 
sont plus raîdes, et qui, à la limite, devient instantanée lorsqu'on 
les suppose absolument rigides. 

Nous verrons aussi que, pour certains problèmes, où intervient 
le frottement, on peut, pour des conditions initiales données. 
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Supposons maintenant 

/<3lang0, 

et supposons toujours le système abandonné à lui-même sans 
vitesse initiale. 

On devra avoir, à Tinslant initial, 

N CTi" > o. 

Or, pour 6'= o, on a 

«, • ^* cos'OCS sinO— /'6coH0)ef->, co8*0 — i) 

N €11 = 2 • 

* (4sinOcos«0 — /ccosO-f- sin6)« 

Mais, du moment que le mouvement se produit, on a 

3 sinO >/cos6, 

la condition précédente revient donc (*) à 

e('i cos'O — i) = e cosaO > o. 

Donc, si 0o-<4î5"î O" devra prendre e =-h i; <si, au lieu de cela, 
6o >• 45", on devra prendre e = — i . 

Supposons maintenant que Ton ait d'abord 

3lang0o = /, 
le système est encore en équilibre, et Ton a 

N = -fi'coiOo, 

e''=o. 

Donnons à tangOp wwç, valeur tant soit peu supérieure à -/; 

si 0,1 <I 45", on devra conserver pour e la valeur -h i qu'on avait dû 
adopter tant que le système était en équilibre, de sorte que O' et t^' 
commenceront par prendre des valeurs très petites et N aura une 

valeur très voisine de celle, -^cosO^, qu'il avait pour la position 

d'équilibre ; en un mot, les valeurs de 6", t^ et N pour le mouvement 



(*) Car nous siipposo:>s 

Û < yo'. 
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sont la suite de celles qu^elles avaient pour le repos et il n'y a, par 
suite, pas de discontinuité. Supposons au lieu de cela le système 
d'abord en équilibre pour 

lang6o=i/ avec 0u>45% 

et que Ton donne ensuite à tangOo une valeur tant soit peu supé- 
rieure à -y, le système se mettra eh mouvement et, comme 6©^ 45", 

on devra prendre pour e la valeur — i, de sorte que 8*, au lieu de 
prendre une valeur très petite, en prendra une sensiblement 

égale à 

3/rsinOoCosOo 

2/'siiiOo(i -H cos*Oo; 

0^ passe donc brusquement de la valeur o à une valeur finie et N 
qui, au moment de Téquilibre, était égal à 

-^cotOo, 

passe brusquement de cette valeur à la valeur négative 

fi^il ^ 9. COS' % ) COS % 

4 sin(Jo(H- cos*Oo) 

Il y a donc la une discontinuité, qui ne peut évidemment se 
présenter dans les phénomènes naturels; mais nous allons voir : 
1° que cette discontinuité tient à la rigidité absolue, supposée aux 
liaisons et qu'elle disparaît lorsqu'on lient compte de leur élas- 
ticité; 2" que les résultats fournis par la loi de Coulomb donnent en 
définitive une image approchée très suffisante des phénomènes, en 
ce sens qu'au moment où l'équilibre est rompu, le point A 
échappe en un temps très court au contact du guide sur lequel il 
s'appuyait, pour venir frotter sur l'autre, si la liaison est bilaté- 
rale, ou pour se mouvoir librement, si elle est unilatérale. 

Nous supposerons donc dans ce qui va suivre que la tige AB 
s'allonge ou se raccourcisse proportionnellement à l'cflbrt qu'elle 
supporte et nous négligerons, au lieu de cela, l'allongement du 
fil 06 ainsi que la déformation des guides. 

Nous désignerons, comme plus haut, par r la longueur du fil, 
supposée invariable, la longueur de la lige élanl alors r -4- //, et sa 

XXXV. 10 



— 146 — 
tensioD dans ces conditions étant 

où V* désigne une constante. 

La tige ayant actuellement la longueur r+c/, elle fait avec Tho- 
rizontale un angle 6 + ^, où ^ est très petit, et Ton aura pour 

Fig. 2. 




OU 



déterminer cette quantité ^, en se bornante la partie principale, 

(rH- a)cos(6 -+- P) = rcos6 

rp = ucotO. 
Nous aurons ensuite 

T) = rsinO -4-(r-h li) sîn(OH- P) = 2rsin6-hrp cosO -h usinO 



ou 



T| = 2rsinO -+- 



u 
sinO 



Nous poserons alors 



?; = TT 



u 



ce qui nous donnera 



siiiO 



y/=ir(cosOO''— sinOe'ï) 
Q = v«!;sine. 



r, 



( ' ) La déformation étant faible on peut, tout au moins comme première approxi- 
mation, la supposer proportionnelle à la tension. 
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Les équations des mouvemeiils de B et de A nous donneront 

donc 

re'=^cose + Qsin(20-hP), 

V =^-+-Q[/6C0s(e-+-?)-sin(e4-p], 
N = — Qcos(e-i-P); ^ 

ou, en se bornant toujours à la partie principale, 

(5) r6'= ^cosO -h 2v* Çsin'6 cos6, 

r/= 2r(cosee'— sinOO'î) -h ;' = ^ -+- v«; sine(/E cosO — sinO), 

de sorte que les équations du mouvement seront Téquation (5) et 
Téquation 

iî'-f- v«;sin0[4 sinO cos^O -+- sinO — /ecosO] 
-+-^(2cos»0 — I) — !irsinee'«=o, 

obtenue en remplaçant 0" par sa valeur (5) dans Téquation précé- 
dente que Ton peut écrire 

j i;'-+.v«;siiiO[35inO— /ecosO-+-asine(9.cos«e — I)] 

* ^(2cos«e — i) — •2rsineO'«=o. 



Si Ton a 

langO=:i/, e'=o; 

le système est en équilibre et Ton a 

Pour ces valeurs de 6 et !^ le système reste en équilibre. 
Donnons à Q une valeur Oq ^^^s peu plus grande et telle que Ton 
ait 

/=3langeo I — |a(i — 2co5«0o) , 

en supposant Oq^ 4^" ^t a 1res petit. 

Si le système est maintenu en équilibre dans cette position par 
une très petite force verticale appliquée en A ('), on aura alors 

r ^ . 

^''"" 'iv^sin^Oo' 

(') L<i force qui maintient le S3'slcmc en équilibre est, en y comprenant le frot- 
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abandonnons mainlenant le système à lui-même, sans vitesse ini- 
tiale et considérons un espace de temps assez court pour que nous 
puissions négliger la variation de 6 et prendre par suite 

e'^Oi=o, 6 = 60. 
Nous aurons 

Posons alors 

2v*sin*0on — a)(i — acos^Oo) = K*, 

puisque 

0o>45", 

K^ est positif et très grand, v^ Tétant et il devient infini avec v, 
lorsqu^on suppose la tige de plus en plus raide. 
Nous aurons 

2v«sin*0o \» — « / 

Nous avons d'ailleurs par hypothèse 

r - ^ /^\ .,. 

et Ton en conclut 

A = B= -^ , 

•2(1 — a; 

et par suite 

'^=- .v.siu.M.-,) [—^'''''-^ '""')]• 

Toutefois cette formule ne doit être appliquée que jusqu'à !^ = o. 
K étant très grand et, par suile, e~'^' négligeable devant e^', dès 



tement, 

N3tange.= ^, 

'2 

la force fournie par le frottement est N/, la force supplémentaire serait donc 

-i:_IV/=a^(i«2cos'e,), 

elle est donc très petite avec a. 
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que t didière de zéro, on aura !^= o sensiblemeot pour 

cK'=2; donc '^^-C^- 

Â parlir de cet instant, ^ changeant de signe, si la liaison est 
unilatérale (tige s*appuyant contre un mur), la tige échappera et le 
mouvement subséquent se fera comme si le mur n^existait pas. 

Si, au lieu de cela, la liaison est bilatérale, N changera de signe; 
il faudra, par suite^ à partir de ce moment, prendre e =: — i et 
l'on aurait, en prenant toujours 6 = 6o) ^0=09 

î'-h v«Ç5in6o[sin0o(4 cos*6o-+- i)-+-/cosOo] — ^(i — 2cos0o) = o. 

C^est-à-dire, si Ton se borne à la partie principale, y différant 
très peu de 3 tangOo? 

Ç'-+- 4v« sin*Oo(i -+- cos«6o)C — ^(1 — 2 cos*6o) = o, 

et, en posant 

K* = 4vi sin'Ood -f- cos'Oo), 

on aurait 

C = S^ in 2(n_AcosK|f H- BsinK|/), 

de sorte qu'il se produirait une série d'oscillations, en réalité rapi- 
dement amorties, autour de la position moyenne 

I — 2COS*6ft 

^=^ Kj 

Valeur pour laquelle on aurait 

^ "" 4 sin(lo(i 4- cos«Oo)' 
et par suite 

M n ti ;? COS0o(l— iCOS^Oo) 

N = — QcosOo = , u y TÎTT-» 

^ " 4siiibo(t-f-cos*0o) 

ce qui est bien la valeur obtenue pour N par l'application des lois 
de Coulomb et sans tenir compte de l'élasticité des liaisons. 

Il reste à vérifier que l'échappement ou le changement de signe 
de N (suivant que la liaison est unilatérale ou bilatérale) a lieu au 
bout d'un temps assez court pour que l'on puisse négliger la varia- 
tion de pendant ce temps. 
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Or, en prenant = Oo, nous avons par Téquation (5) 

r(f=: ^cos6o-h 2v*Çsin'OoCOsOo 



ou 



I — a l2 J 

on en déduit 

r(0 — Oo)= — i7-(c'^'-He-'»') 

I — a L -2 K* 2 J 



Mais 






de sorte que 

^••-«•>-k4<?Ë^[-.K'^î)*] 

Mais 
est nul pour jc = o, de sorte que 



-Mï-ii/hl)' 



est très petit avec a, et Ton peut prendre par suite 

,(0-0.) = .4^21?^, 

quantité très petite puisque K est très grand et qui tend vers zéro 
lorsque K augmente indéHniment. 

Nous remarquerons de plus que, si la liaison est unilatérale, 2^' 
est très petit au moment où Péchappement se produit. On a en 
effet 

r=: ^^^ (e^f #r- KO 



soit sensiblement, puisque K. = vsin6ov/2(i — a)(i — acos^O^), 

•2v sinOov^i — Qt 

quantité très petite cl qui tend vers zéro lorsque v croit indéfi- 
niment. 

\ 
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On voil donc que, s*il y a échappemenl, le point A peut être 
considéré comme s'échappant avec une vitesse nulle. 

Donc, en résumé, on voitc|ue Tapplication des lois de Coulomb 
se trouve pleinement justifiée, en ce sens que, d'une part, Tano- 
malie qu'elles semblent présenter par suite de la discontinuité 
qu'elles conduisent à admettre dans le mouvement tient unique* 
ment à la rigidité absolue supposée aux liaisons, et que, d'autre 
part, sauf une période excessivement courle et sans importance, le 
pbis* souvent, elles donnent une image très satisfaisante de l'en- 
semble du mouvement. 

H. Examinons maintenant le second problème que j'ai en vue. 

Je suppose deux points matériels Â et B de même masse égale 
à I, reliés par une tige rigide de longueur r et de masse négli- 
geable. 

Le point Â est assujetti à se mouvoir sur la verticale descen- 
dante Oy, sur laquelle il frotte, le coefficient de frottement étant 

Fig. 3. 




égal à /. Le point B est seulement, en plus de sa liaison au point A, 
assujetti à se mouvoir dans le plan vertical xOy. 

Nous déterminerons la position du sjrslènie par l'ordonnée t^ du 
point A et par l'angle Q que fait AB avec la verticale ascendante; 
nous supposons 

o<o<?. 
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Soient X cl y les coordonnées de B, on aura 

X = rsinO, 
j^ = 7j — rcosO, 
el Ton en déduil 

(7) af= rCcosOO"— sinOO'»), 

(8) y = Tj'-h r(sinOO'-t- cosOO»). 

Si d'ailleurs on désigne par P la compression de la lige AB et 
par N la réaction de Oy on aura 

N = PsinO, 

(9) V = ^H-PcosO — P/esinO, 

(10) ir'=P8in8, 

(11) y=^ — PcosO; 

où e = ± I , le signe de celle quantité étant déterminé par la condi- 
tion 

Ne7i'>o si Tj'^o, 

et par la condition 

Net/>o si t/=o, 

cette dernière condition revenant, puisque nous supposons sinO 

positif, à 

p6r;>o; 

on déduit d'ailleurs des équations (7), (8), (9), (10) el (i 1) 
sinO(sineO'-h cosOe'») -h (cosOO'— 5inOO'î)(2 cosO — /e sinO) = o; 

d'où Ton déduit 

n-cos*0 — /esinOcosO 

et ensuite 

PsinO=:r(cosOe'— sinOe'»), 

■ 

c'est-à-dire, en tenant compte de (12), 



P =- 



I ■+- cos'O — ye sinO cos6 
puis 

* "~ ^ i-hcos^O — /esinOcosO 



^ 
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En considérant ces formules il semble à première vue que, dans 
le cas où, le système étant abandonné à lui-même, sans vitesse ini- 
lifîle, on a 6J, = o, il n'y ait qu'une solution possible, celle qui cor- 
respond à 

c^est-à-dire au cas où la tige se transporte parallèlement à elle- 
même, sous l'influence de la pesanteur, sans être soumise à aucune 
action de la part de O^. 

de mouvement est évidemment celui qui se produit si le point Â 
a avec Oy un simple contact géométrique qui ne met pas en jeu le 
frottementé 

Mais en sera-t-il de même si Ton a d'abord mis la lige en con- 
tact avecO^ dans une position où elle fait un angle 6 avec cette 
droite et si on la maintient au moyen d'une force verticale appli- 
quée en A et d'une autre force perpendiculaire à sa direction 
appliquée en B? 

On aura alors 

P =3= ^cosO, 

N = ^cosOsinO, 

et la réaction verticale Q qu'il faudra appliquer en A, si Ton ne 
tient pas compte du frottement, sera 

Q = ^-h ^cos«6 = ^(n-cos*0). 

Mais, si le coeffîcient de frottement est tel que l'on ait 

^ I -h cos« 6 

on pourra supprimer la force Q appliquée en A et cette force 
sera fournie par le frottement. 

Si ensuite on rend le point B libre en supprimant la force nor- 
male qui le retenait, rien ne sera changé au début aux réactions 
qui s'exerçaient en A et ce point restera fixe, la tige tournant 
autour de lui. 

D'ailleurs, puisque le point A reste fixe, on devra avoir 

r;= ^ 4- P(cosO -/i sinO) = o, 
avec 
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(le plus, puisque la tige tourne autour d'un point fixe, on a 

et par suite le point A restera fixe tant que Ton aura 

^(i-f-cos»0) — re^'cpsO ^ 
^cosÔsinO — rô'^sinO -^' 

On verrait ensuite qu^au moment où cette inégalité se change 
en égalité, y^'', qui était nul jusque-là, prend brusquement une 
valeur finie et que N, qui était positif, devient à ce moment brus- 
quement négatif (ou nul si la liaison'cst unilatérale). Il y a donc 
là une discontinuité apparente, mais dont Texplication, toute sem- 
blable à celle donnée pour le problème précédent, nous permettrait 
encore de constater que les lois de Coulomb fournissent pour Fen- 
semblc des phénomènes wwe, image très suffisamment approchée. 

Nous ne reviendrons pas sur ce fait, car pour cela nous n'aurions, 
à peu de chose près, qu'à répéter ce que nous avons dit pour le pro- 
blème précédent, mais nous croyons au lieu de cela devoir insister 
un peu sur ce qui se passe au début du mouvement. 

Nous avons vu, en supposant le système abandonné sans vitesse 

initiale, que, si Ton a 

^ t -4- co»* 
•^ cosOsiiiO' 

le problème comporte deux solutions : i" si la tige a avec Oy un 
simple contact géométrique elle se transporte parallèlement a elle- 
même; 2° si Ton a d'abord maintenu la tige immobile en contact 
avec A^, de façon que le frottement entre en jeu, la tige tourne, 
au début du mouvement du moins, autour du point A (|ui reste 

Si au lieu de cela on a 

^^ cosOsinO' 

on n'a dans tous les cas qu'une solution, la tige se transporte 
parallèlement à elle-même sous l'influence de la seule pesanteur. 
A première vue, ce dernier résultat peut paraître paradoxal: il 
est certain, en eflct, puisque l'on a d'abord maintenu la tige en 
contact avec Oj^, que cette lige exerce sur Oy une pression égale à 

>^sinO cosO, 
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le frollenient enlrc donc forcémenl en jeu au début du mouve- 
ment et il semble à première vue étrange que ce mouvement soit 
absolument le même que s*il n'e:xislait pas. Nous allons cepen- 
dant reconnaître que là encore les lois de Coulomb donnent une 
image très suffisamment approchée du phénomène. 

Nous allons montrer en effet que, si Ton tient compte de l'élasti- 
cité de la lige AB, le froUement s'exercera pendant un temps assez 
court pour que l'on puisse considérer son effet comme négli- 
geable. 

Nous aurons, en désignant par /* la longueur normale de la 
tige AB et par /*-f- u sa longueur à un instant quelconque, 

où ijl''' est très grand cl devient infini lorsqu'on suppose la lige 
rigide. 

Nous aurons alors 

r;' = fr^ F(cosO— /esinO), 
r/= /^-f- [Ji»i/(/6sinO — cosO;, 

X =(r -^ u) sinô, 

a^•=(^-^a)cosOO'— (r-+-a)sinÔO'»-+-'2M'cosOO'H-M'sinO, 

jr = r^ — (r-t-M)COsO, 

y''= r/-+- (r -+- m) sinOO'-h (r -f- u) cos 00'« -f- !i a' sineO'— u cosO, 

et aussi 

ar* = P sin = — ji* a sin 0, 

y =^ g — p cosO = /^-f- |A*acosO, 
de sorte qu'on aura 

(r -+- a) cosÔO* — (/*-+- w) sin06'«-+- 2a' 0' cosO -+- a* sinO -i- ji.»a sinO = o, 

(r-+- a)sinOO'-4-(r-f- m)cosOO'» 

-h -2 a' 6' sinO — a'cosO — fx*a(-2 cosO — /tsinO = o. 

On en déduit 

(i3) (rH-a)0'-4-'2a'0'— fji«asinO(co»0 — /e sinO) = o, 

(i4) a'—(/'-Ha)0'»-h{iSM(i-f-cos«0— /esinOcosO)=:o. 

Toutefois, si le point A est fixe, on a yi"= o et par suite /doit 



F 


:^ — 


H' 


£10= ^cosOo; 




«0 


= - 
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êlre remplacé par une valeur/, telle que l'on ait 

(i5) ^ = fjt*a(cosO — /iCsinO). 

D'ailleurs a Tinstanl initial on a, dans tous tes cas, 

d'où 

(i6) 

et aussi si le point Â est fixe en vertu de (i5) et (i6), 

I -f- cos*6o — f\ sin6ecos6o= o. 

On en conclut que, pour que le point A reste fixe à l'instant 
initial, nous avons bien la condition 

^> i-+-cos*6o 
•^ ~ siiiOoCosOo 

Si au lieu de cela on a 

- ih-cos^Bq 
*^ sinOoCosOo' 

le point Â se met en mouvement et l'on a 

N = — |jt« Mo sin 6o > o. 

Il faut donc prendre e = + i. En supposant donc qu'il s'agisse 
d'une période assez courte pour que Ton puisse négliger la variai 
lion de 6 et prendre 6'= 6^ = o, (i4) nous donnera 

a'-f- (Jt'a(i-t- cos*Oo — /sinOoCosOo) = o, 

ou en posant 

i-+-cos'6o — /sin6ocos6o= K«> o, 
a' -h [1* K« li = o, 

d'où, en tenant compte de ce que 



^cosOo 

— — ^— — • Il 



«0 = TT— » "o = Oi 



(17) a=— ^ — — ^cosuK/, 

(1* ' 
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formule qui ne doit être appliquée que tant que u est positif 
(puisque P et N et, par suite e, changent de signe avec u). 
Or on a w = o pour 

et pour cette valeur de ^ on a 

De plus Téqualion (i3) nous donne, en négligeant les termes 

en m', 

r6'= [i*M sinOo(cosOo — /e sinOo)* 

ou, en remplaçant u par sa valeur (17), 

rO' = — ^cosOosinQo(cosOo — ft sJnOo)cosfAK/, 

et par suite 

donc, pour ^=: ^ > aura une valeur 6| donnée par la formule 

r{^i — %)=—- — -j^^ (cosOo — /csinOo), 

ou, en tenant compte de la valeur de K', 

r(e.-6.)=-€^(K«-.). 

quantité très petite et qui tend vers zéro lorsque |jl croit indéfini- 
ment, c'est-à-dire si la tige devient de plus en plus raide. 11 en est 
d'ailleurs de môme de u! et de 6'. 

On conclut que, si la liaison est unilatérale, la tige échappera 
à l'action deOj^ au bout d'un temps assez court pour qu'on puisse 
la considérer comme n'ayant pas sensiblement bougé et comme 
ayant des vitesses de rotation et de translation nulles. Elle se trans- 
portera donc parallèlement à elle-même sous l'influence de la 
seule pesanteur. 

Nous retrouvons par suite les résultats obtenus au moyen des 
lois de Coulomb et en considérant la tige comme indéformable. 
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Si, au lieu d'élre unilalérale, la liaison élail bilatérale, il se ferait 
quelques oscillalions entre les deux guides qui seraient rapide- 
ment amorties (vu la petitesse de leur amplitude comparable, ou 
même inférieure au jeu qui existe forcément être les deux guides). 

On voit donc eu résumé que, dans ce cas encore, l'application 
des lois de Coulomb mène, ainsi que nous Tavons annoncé, à 
une image suffisamment approchée du phénomène, et qui con- 
duit seulement à négliger une période de transition excessivement 
courte, et le plus souvent sans importance. 
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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS. 



SUR UN CAS ËLfMENTAIRE DE L'ÉQUATION DE FREDHOLM; 

Pau m. E. Goursat. 

i. Uëqnalion de Fredholm 

où ^(x) et K{x^y) sont des fonctions données et o(^) ia fonc- 
lion inconnue, se résout très aisément lorsque la fonction K(x, y) 
ou noyau (Kern) est de la forme 

(2) K(jr,^X=X|Y,-4-X,Y,H-...H-X«Y«, 

XiyXa, ...,X;, élanl des fonctions de la seule variable JC et Y|, 
Y2, ..., Y;, des fonctions de la seule variable jk- Pai" quelques 
transformations simples de déterminants, on arrive à mettre la 
solution sous une forme où ne figure que la seule fonction K(x^y) ; 
en supposant ensuite que le nombre n croît indéfiniment, on est 
conduit lout naturellement à la solution générale de Téquation (1) 
sous la forme même de M. Fredholm. J'ai pensé que celle remarque 
pouvait présenter quelque intérêt au point de vue de renseigne- 
ment. 

2. Si le noyau K{Xjy) est de la forme (-i), on peut supposer 
que les n fonctions X|, X2 .... X/, sont linéairement indépen- 
dantes, sans quor il serait possible de mettre K.(x,y) sous une 
forme analogue à la formule (a), où figureraient moins de n pro- 
duits. On peut également supposer, pour la même raison, que les 
n fonctions Y|, Y2, ..., Y„ sont linéairement indépendantes. En 
remplaçant K(x^ y) par Tcxpression X| Y, -}-. . .4- X,, Y^,, dans 
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IMqualion (i), celle-cî s'écrit 



(3) 



^(x)-^'\\x,(x)J \t(s)^(s)ds 



\t{x)J \^{s)^{s)ds-^.,A = ^x), 



et l'on en conclut que la fonction inconnue ^{x) doit être de la 
forme 

(4) ?(:r)=^(ar)-.H|X,(a:)-H,X,(ar)-...-H„X«(^), 

H|, H3, .;.., H;, étant des coefficients constants. 

Pour déterminer ces coefficients, remplaçons encore o{s) par 

dans l'équation (1); elle devient 

/ ^(:r)-H,Xi(ar)-H,X,(:r)-...-H«X„(ar) 

(5) j -+-Xy [X,(jr)Y,(5)-+-...-HX„(ar)Y„(5)] 

( X [i^(0- H, X,(5)-. . .- H«X„(s)] ds = ^{x). 

Les fonctions X|, Xs, ..., X,| étant par hypothèse linéairement 
indépendantes, pour que cette égalité puisse avoir lieu, il faut que 
l'on ait 

nj==x r Y,(5)[^/(5)-HiX,(5)-...-n«X;,(5)]rf5, 

H,=Xy Y,(*)[^(.f)-H,X,(5)-...-II„X„(î)]rfi, 

H„ = X f Y„(s)[<Ks)-H,X,(s)-...-H„X„(*)]rf». 

Posons 
(7) Am= f \i{s)\k{s)ds\ 



•^'0 



on voit que les n coefficients H|, H2, . . ., H,, sont déterminés par 



— im — 



les n équations linéaires 



(i-hXAn)Hi-hXA,in2-!-...-î- XA„iH„ 






(s)^(s)dsy 



(8) 



XA„H,-f-(i-hXA„)H,4-...H-XA„,H«=X f \t(s)^(s)ds, 

* • • • ••> 

XA,«Hi-h XAJ„H,-h...-f-(I-^XA„„)Hn=X i ')[n{s)^(s)ds: 



Hf, Ha, ..., H/2 sont donc des fonctions rationnelles du para- 
mètre X, et nous allons d^abord étudier le dénominateur commun 
de ces fractions 



(9) 



(Ô„(X) = 



i-f-XAji XAji 
AAjf I -f- A Ajj ... 



XA^i 
XA„j 



X Ai„ 



AAf/t ••• I -T~ A Afgfi 



3. Si l'on ordonne ce polynôme suivant les puissances de X, le 
coefficient de \p est égal à la somme de tous les déterminants 
d'ordre/? que l'on déduit du déterminant 



D = 



A|| Aji ... Ani 

An Ajj . . . \nt 

• •■ ••• ••• ••• 

Ain Aj/t . . . A/I/I 



en supprimant n — p colonnes quelconques et les n — p lignes 
correspondantes. Nous désignerons l'un quelconque de ces déter- 
minants par 8a,a,...a » '^^ indices a^ aa, ..., oLp désignant les rangs 
des lignes et des colonnes conservées; le coefficient de Xp est donc 



^K 



OCf. • .OCm) 



la sommation s'étendant à toutes les combinaisons/? à/> des n pre- 
miers nombres, et les indices ai , as, . . . , a^ se succédant dans leur 
ordre naturel. On a, par exemple-, 



^12. ..p = 



A|i Aji 
Au A,î 



• *• ••• •• 



A|/, ^Aj;, 



/'l 
pi 



pp 
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Un terme quelconque de Vun de ces délerminanls est un pro- 
duit de p intégrales tel que 

f Xi(s)Yi{s)dsx f Xi{s)\tis)dsx.,,x f X^{s)Yp(s)ds, 

et Ton peut évidemment le remplacer par une intégrale multiple 
d'ordre p 

I /'•• / \i(Ti)\i(Xi)\t(Tt)\t(Xi)..,\p{Tp)\fj{Xp)dXi...dTp, 

les limites de l'intégration étant o et i pour les p variables indé- 
pendantes J7|, X2, .* ., Xp^ comme dans toutes les suivantes. Cette 
remarque s'appliquant à un terme quelconque de 612...^, il s'ensuit 
que, si l'on pose 






\x{xt)\ti^t) X,(a^,)Y,(r,) 






\}{Xp)\f,(Xp) \t(Xp)yp(Xf,) ... \p(Xp)\,,{,Xf,) 



on a 



\ 



Oiî...p= / / ... / ^\^pdxidxt,,,dxp; 

et la même remarque s'applique évidemment aux autres détermi- 
nants partiels o^^a,...0L,,' 

Cela posé, considérons les deux tableaux rectangulaires à 
p lignes et à 71 colonnes (p^n) : 



(T) 



Xr(xi) Xi(xO 
Xi{Xi) Xi(Xi) 



• • • • • 



(T') 



Y, (T.) Y,(x.) 
Y,(x.) Y,(>,) 



X,(ar,) 

• • • • • • • 

Y;,(ar,) 



( . • • . 



Y|(J-,,) Yjfj-,,) ... \ni^p) 



et désignons par Tï' le produit de ces deux tableaux, c'est-à-dire 
la somme des produits obtenus en multipliant un déterminant 
d'ordre p formé par p colonnes du tableau (T) par le déterminant 
correspondant déduit de (T'). 
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Si l'on prend, par exemple, les p premières colonnes de (T) et 
de (T'), le produit correspondant est un déterminant d'ordre p 
dont les éléments de la première ligne sont respectivement 

Xi(a:i) Yi(a7,)-hX,(ar,)Y,(x,)-+-...-f-X,(x,0 ¥,(3-^), 
• •••• • • • .•.., 

X|(ar,) Yp(a:i)-+- X,(a:,) Yp(ar,)-h. . .H- Xi(xp) Yp(Tp), 

les autres lignes se déduisant de celle-là en remplaçant l^indice i 
de X par 2, 3, . . ., /> successivement. Ce déterminant est égal à la 
somme de pP déterminants partiels obtenus en décomposant 
chaque élément en p parties. Mais, pour avoir des déterminants 
partiels différents de zéro, il faut prendre des indices différents 
pour la variable ûsi dans chaque ligne. On aura donc seulement 
1. 2 . . ./> déterminants partiels différents de zéro, de la forme 



X,(arpJY,(rrpJ X,(arp,)Y,(rrp,) 
X,(xpJY,(^pJ X,(a:p,)Y,(j-p,) 



Xp(arp,)Y,(arp,) Xp(a:p.) Y,(arp,) 



X,(xp^) Y^(^p^) 
Xp(^pJYp(a:p ) 



^i9 p2i "•f^p désignant une permutation desp premiers nombres. 
Il est clair que l'intégrale de ce déterminant, les limites pour toutes 
les variables étant o et i, est encore égale à Si2.../y H s'ensuit que 
le facteur 8,2. ..^ se retrouve multiplié par^! dans l'intégrale mul- 
tiple 

lp=: j I • • • / TT dxi dxt . . . cLtp ; 



âCiâCi...aM^ 



il en est évidemment de même de tous les autres facteurs 

et nous concluons de là que le coefficient de \p dans (©^(X) est 

1.2. . ./> 



égal à 



D'autre part, le produit TT' est égal à un déterminant d'ordre n 



TT' = 



X|(^i) Y,(ar,)-^X,(a7,) Yj(^,)-h. . .-+- X„(xi) Y«(jr,) ... 
Xi(j-i) Y,(a?i)-f-X,(jr,) Y,(jr,)4-...-f-X«(a:,) Y„(a7,) ... 



\x{xp) Yi(a7, )-f- X,(arp) Y,(a?,)-+-. . .-4- \n(^p) Y„(ar,) . . . 
les autres colonnes se déduisant de la première en remplaçant, 
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dans Y|, Xt par ^2j ^si • «m ^p successivement. INJais ce délermî- 
nanl n'est autre chose, d'après la formule (a), que 

K(xtyari) K(a'i,a-2) ... K(xi^ Xp) 
K(ar„xi). K(r„iF,) ... K{xty Xp) 



• ••••• 



K(a7|„ari) K(a7p, jf,) ... K(Xp, Xp) 

ou, d'après la notation de M. Fredholm, 

/ a^i , Xi^ ...» ^/> \ 
\arj, Xif . . . , 37 yr, / 

En définitive, nous voyons que le coefficient de Xp dans le poly- 
nôme (£)^i(X) est égal à 

//•••/Kl I 6/T| dxf . . . dla7^>. 

1,1. .,pj^ J^ J^ \XuXi^ , . .^XpJ 

i. Des équations (8) on déduit l'expression de la somme 

H,X,-hH2X,-+-...-4-H„X„ 



au moyen d*un nouveau déterminant d'ordre n + i 



^lliXi(x) = 



1=1 



(je)(X) 



o Xt(a:) Xjfar) 
B| I -h A||X Aji X . . . 
Bj Ai]X I -h A^jA ... 



Xn(ar) 
ArttX 
ArtjX 



B„ Ai„X 



AtnX 



I-+- A„„X 



en posant 






ce que l'on peut encore écrire 

2H/X,(;r)=^y ^{s)'ï{x,s)ds, 



T(:f, s) désignant le déterminant 

o — Xi(a:) — Xî(a7) 
Y,(5) i-hAijX AjiX 
T{x,s)= Y,(s) A„X i-hA„X 



Y„<5) A,„A 



Aj«X 



ArtiX 
ArtjX 
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Nous allons encore chercher ù développer T(x, s) suivant les 
puissances de X. C'est un polynôme de degré n — i au plus, dans 
lequel le terme indépendant de X est égal au déterminant 



o — X|(a7) — Xî(ar) 
Y,(5) r o 

Y,(s) o 1 



Xrt(a7) 
o 



o 
o 



Yn(5) O O 

= X,(a:)Y,(0-HX,(a:)Yj(5) 



Xn(x)\n(s)=Kix,s). 



D'une façon générale le coefficient de Xp dans T(x^ s) est égal 
à la somme des déterminants d'ordre /> -h 2 que l'on déduit du 
déterminant 



A = 






-X,(a: 


•) 


-Xt(x) 


• « • 


— X«(a:) 


Y,(5; 


A„ 




A., 


• • • 


A,,i 


Y.(5) 


A„ 




A,. 


• • • 


A«i 




• • • 




• • • 


• • • 


• • • 



Y«(S) \in 



Ai/» 



nn 



en conservant les éléments communs h p -\- 2. lignes et aux /> H- 2 
colonnes correspondantes, la première ligne et la première colonne 
n'étant jamais supprimées complètement. Il y a deux sortes de 
termes de degré/? en X; les uns contiennent en facteur un produit 
tel que X/(x) ¥1(5), les autres un facteur de la forme X|(j;)Ya(j), 
où iyék. Il suffit évidemment par raison de symétrie de calculer 
les coefficients de X/'X|(x) Yi(s) et de X/'X,(j:) ¥2(5). 

Le coefficient de )v/'Xi(x) Y| (5) est, d'après ce qui précède, 
égal à la somme des déterminants d'ordre p que l'on déduit du 
déterminant 

Aj2 A32 ... Artj 

A}3 A33 • . . Aj 



A' 



«3 



Ajrt Ain 



A/ii 



en conservant seulement les éléments communs à p lignes et aux 
p colonnes correspondantes. 

Chaque terme de ce déterminant est encore le produit de/? inté- 
grales simples et peut être remplacé par une intégrale multiple 
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d^ovdve p. Or, si nous considérons les deux lablcaux 



G = 



6'= 



Xi(x) 


X,(ar) . 


. . X„(x) 


X,(r,) 


X,(x,) . 


.. X„(3-,) 


Ki{x,,) 


X,(a?,,) . 


\n(Xf,) 


Yi(*) 


Y,(*) .. 


. Y„(*) 


Y,(^,) 


Y.(a:,) .. 


. Y„(x,) 


Y|(ar;,) 


Y.(xp) .. 


. \niXp) 



le coenicient de X| (^) Y, (^) dans le produit GG' est égal au pro- 
duit des deux tableaux 



e = 



X,(:f, ) ... X«(>|) 



e'= 



Y.(a:,) ... Y„(a-,) 

• ••••• ••• ••••••• 

Y^(Xp) ... Yft{xp) 



et Ton reconnaît comme plus haut (n** 3) que chaque terme du 
coefficient de \P\t{x)Yi(s) se retrouve, multiplié par/>! dans 
rinlégrale multiple 



f f - f ee'dx,dx,.,.dxp. 



Le coefficient de X|(:r) ¥2(5) dans le produit GG' est de même 
égal, au signe près, au produit des deux tableaux B et O'^ 



0" = 



Y,(;r,) Y,(:r,) ... Y„(:r,) 



\l(Xp) Y,(T^) ... YniTp) 



et l'intégrale multiple 



1 ^1 



n- * • I 66' d^i dxt . . . dxp 



contient encore /?! fois chaque terme du coefficient de X''X|(j:) ¥3(5) 
dans T(:f, s). En définitive, le coefficient de \P dans ï(a;, s) est 
égal à 

— r / / **' / ^^' dx\dxi, . tdxp* 



ÇC'= 
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Maïs le produit GS' est égal à un délermîoant unique d'ordre p + f 

X,(a:) Y,(*)-h...-hX,,(x) Y„(5) ... X,(:r) \x{Xp)^...-\-\n(x) Yn{Xp) 
X,(a?,)Y,(5)-4-...-hX«(x,)Y«(5) ... Xi{xi)\i(Xf,)-^,..-hXn{:ri)\n(Xp) 



\l(Xp)\t(s)-^..,-^Xn(Xp)Yn(s) ... X, (Xp) Y,(a7pK...H-X;»( JT;,) Y«(Xp) 

c'est-à-dire, d'après les notations de M. Fredholm, 



\*, Xly X^y ,,.yXp/ 

et Ton a 



p ' 



T(x, *)=K(:r, 5)4- y X/» r f " f K( '^*' *"'^''j^ar|...crr;,. 

En résumé, lorsque la fonction K(ar,^) est de la forme (2), si 
Ton pose 

(,o) (D„(X)=,4-yA; f' f\,. f\('''^''''''-''''\dx,..,dxp, 

^^P'JoJli J9 \Xt,Xiy..,,XpJ 



n-1 



I) ^,(^,jK;X)=XK(x,j.)4-y^ f' f\., f\(''''''""''''')dx,...dxp, 

Ad p\ J J^ J^ \y,xu...,xpj 



p-i 



et si \ n'est pas racine de Téqualion (ô„(X)=o, Téqualion inté- 
grale (1) admet une solution unique donnée par la formule 

(12) ,^(x)=^(x)-"^-^J (^{s)^n(x,s;X)ds. 

4. La loi de formation des coefficients, dans les deux polynômes 
en X, (0,|(X) et ^n{^jy\ ^)î est évidemment indépendante de la 
forme particulière (2) que nous avons supposée à la fonction 
K(j7, y)\ cette loi de formation peut s'appliquer en partant d'une 
fonction quelconque des deux variables :r et j^. Mais, si Ton part 
d'une fonction de la forme (2), les développements obtenus pour 
cô;,(X) et ^/i(a7,j'; X) s'arrêtent d'eux-mêmes, car les déterminants 

f X\y X\y . . ., Xp\ / 0?, X|, X\^ , . ., 37^. |\ 

\x\<i X\^ • • • ) ^ p / \y^ ^j» *'^*» • • • » ^ p—\j 

sont nuls, comme sommes de déterminants ayant deux colonnes 
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N 



idenliques, des qiie/7 est supérieur à /i. Au contraire, sî Ton part 
d'une fonction quelconque de deux variables /"(j?, y), on obtient 
en général deux séries entières en X toujours convergentes 



„=. . - - ^. 



si X n'est pas racine de Téqualion (iô(X)=o, on est conduit /?ar 
induction à représenter par la formule 

(i5) ç(^)=^(:p)-._l_y* ^{s)i{x,s',\)ds, 

la solution de Téquation fonctionnelle 

(l/ ?(ar)-f- X f /{X, s) (p(5) ds = 4^(*). 

On peut vérifier a posteriori l'exactitude de la solution par la 
méthode de M. Fredholm. On peut aussi démontrer a priori que 
l'extension de la formule (12) au cas de n infini est légitime dans 
le cas très étendu où la fonction /(ar, y) est développable en série 
uniformément convergente de la forme 

(16) f{T,y)^^\i{x)\i(y). 

i 

Posons en effet 



1=1 



el soient cV>„{\)^ ^n{^j y\ X) les deux polynômes en X obtenus en 
remplaçant }s.{x^y) par R/,(j?, j^) dans les formules (10) et(ii)- 
On démontre facilement que le polynôme (D/i(X) a pour limite 
cô(X), et que ^ni^j yi X) tend uniformément vers ^{x, y: X) 
lorsque n croît indéfiniment, de sorte que la fonction îp/i(^) repré- 
sentée par la formule 

(12/ ç,,(j)=^(^)« __y 4,(5)J„(x,5;X)J5 
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tend uniformément vers la fonction ^(x) 

(17) *(^)=*(^)-55^y *(0'f(:r,5;X)€/5, 

pourvu que X ne soit pas racine de Tëquation (D(X)= o. 
D'autre part, Téquation 

peut s'écrire 

(p„(x)-+-X/ /(a?, *)*(5)cf5-hX / [Kn(ûP,s)'-/(x,s)]On{s)ds 

si n croît indéfiniment, les deux dernières intégrales du premier 
membre tendent vers zéro, et il reste à la limite 

*(a7)-i-X / /(XyS)^{s)ds = ^{x). 

Remarque. — Les théorèmes généraux sur l'équation de 
Fredholm peuvent de même se déduire comme cas limites de 
théorèmes analogues relatifs au cas élémentaire considéré dans 
cette Note. 



SUR LES ÉQUATIONS D'ORDRE NOMOGRAPHIQUE 3 ET 4 ( ' ) ; 

Par m. Maurice d'Ocagjie. 

I. 
1. Ordre no nio graphique d'une équation. — Rappelons 



(') Les principaux résultats contenus dans ce Mémoire ont été précédemment 
communiqués à l'Académie des Sciences {Comptes rendus, t. CXLII, p. 988; 
i. CXLIV, p. 190, 89.3 et 1027). 
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cl^abord quelques notions mainlcnnnl classiques de Nomograpliie. 
Si nous désignons les variables 2|, 22, • . ., Snj entrant dans une 
équation, simplement par leurs indices, et si nous attribuons aux 
divers signes fonctionnels les indices de toutes les variables sur 
lesquelles ils portent, nous dirons qu^une équation à n variables 

est nomographiquement rationnelle si elle s'écrit 

^/i/î- ••/« = <>• 

Si, ordonnée par rapport aux fondions de la variable 2|, elle 
contient />!+ i termes linéairement distincts, elle est dite, comme 
l'a proposé M. Soreau ('), de Vordre nomographique pi par 
rapport à la variable zt. Son ordre nomographique total sera 



i=« 



= 2/>/. 



«=i 



Par exemple, pour Téquation 

nomographiquement rationnelle par rapport aux fonctions 

on a 

/>i = î*, Pt=>, Pi=h 
et, par suite, 

/? = 5. 

Mais, pour faire ressortir que cette notion de Tordre nomogra- 
phique est purement formelle, nous n'aurons qu'à remarquer que 
l'équation précédente peut encore s'écrire (*) 

lorsqu'on pose 

^1 = log(/, -h /i-H/,*), gt = log(/i -+- y/i-h/i), 

^j = log(/i-HV^/a*-i), 



(') Bulletin de la Société des Ingénieurs civils, août 1901, p. 243. 
(') Traité de Nomograpliie (011, plus simplement, T. N.), p. f^it. 
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et que, sous celle forme, elle apparaît comme étant de l'ordre 3. 

Un Ici changement des fonctions composâmes équivaut d'ail- 
leurs à une anamorphose transcendante. 

Lorsqu'on se borne à des transformations projectives, l'ordre 
nomographique se conserve. 

2. Genre (Van no nio gramme à points alignés. — Nous appe- 
lons genre d'un nomogramme à points alignés le nombre des 
échelles curvilignes qu'il comporte. Ce genre sera donc o, i, 2 
ou 3 suivant qu'il j aura o, i , 2 ou 3 échelles curvilignes, c'est- 
à-dire suivant (|ue, dans l'équation représentée, mise sous forme 
du déterminant 

/i ^1 ^^i 

(0 /î gi f^i =0, 

/i gz fh 

il y aura o, i, 2 ou 3 lignes dont les élémentsseront/i/iea/reme/i^ 
dépendants, c'est-à-dire exprimables linéairement au moyen 
d'///ie seule fonction de même indice. 

En se reportant à la définition précédente, on voit que l'équa- 
tion développée sera alors d'ordre 3, 4? 5 ou 6. 

Donc, en général, à un nomogramme de genre q correspondra 
une équation d'ordre p == q -^ 3. Mais il pourra se faire que cette 
équation renferme un ou plusieurs facteurs parasites ne portant 
que sur deux des trois variables, de sorte que l'équation repré- 
sentée, une fois débarrassée de ces facteurs parasites, ne soit plus 
que d'un ordre inférieur à q -\- i. 

Cela aura lieu si les supports de deux des échelles (^1) et (^2)1 
par exemple, sont confondus (sans d'ailleurs que ces échelles 
soient identiques). Entre les valeurs de z^ et z^ correspondant à 
chaque point du support commun existe une relation bien déter- 
minée 

Il suit de là que des valeurs de ^1 et Z2 satisfaisant à cette rela- 
tion, associées à une valeur quelconque pour C3, se correspondent 
en vertu de Téquation représentée, autrement dit que celle-ci doit 
être de la forme 

(•2) /l.î.3(?|— ?î)=0. 
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Et le iiomogramme peut être considéré comme représentatif de 
l'équation 

/l.î.3= o 

quand on associe à des valeurs de Zt et ^2, affectées à des points 
différents du support commun, la valeur de z^ que donne la 
troisième échelle sur l'alignement des deux premières. 

Le grand intérêt de cette remarque réside dans ce fait, mis en 
évidence pour la première fois par M. Clark, et sur lequel nous 
reviendrons plus loin, que certaines équations, non directement 
représentables par points alignés, peuvent le devenir grâce à l'in- 
troduction d'un facteur parasite convenable. 

3. Construction des échelles par projection. — Toute échelle 
cotée au moyen des valeurs de la variable (zi) peut être définie 
par l'équation en coordonnées parallèles // et v de son point cou- 
rant 

Celte échelle est dite algébrique par rapport à la fonction /i 
quand son équation peut s'écrire 

U 4- V/, -+- W/? + . . .+ Z//' = o, 

U, V, W, . . •, Z étant des fonctions linéaires eu u et Vy et nous 
avons fait voir qu'une telle échelle peut se construire par des pro- 
jections successives à partir de l'échelle de la fonction /i portée 
sur un axe rectiligne. En particulier 

(3) U4-V/, = o 

représente une échelle portée sur la droite, unissant les 
points U = o, V = o, et qui est simplement projective de 
celle de la fonclion fi (*). Ap[)elons faisceau projetant de 
celle-ci le système de toutes les droites unissant les points de 
celte échelle à un centre de projection quelconque. Toute échelle 
projective de celle de/i s'obtiendra en coupant un tel faisceau par 
une transversale dont la position sera entièrement définie par trois 
de ses points. Donc, toute échelle projeclivc peut être construile 
quand on a déterminé trois de ses points. 

(«) r. A'., p. i5. 
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On peut d^aîllciirs, pour la constriiclion, coler les points, non 
pas au moyen des valeurs de la variable Zi, mais au moyen de 
celles de la fonction /i, quille, après la conslruclion, à remplacer 
celles-ci par les valeurs correspondantes de Zi. En ce cas, réclielle 
à projeter est méir^que, ce qui, en bien des cas, peut être avan- 
tageux, surtout lorsque, à toutes les valeurs de //, ne corres- 
pondent pas de valeurs réelles de ^/(exemple : s'inzi qui ne donne 
des valeurs réelles pour s/ que si | sin<2/| <C i). 

De même 

(4) U4-v/,+\vyi' = o 

représente une écTielle dont le support est une conique et qui peut 
se construire par double projection de Téchelle de la fonction /"/, 
attendu que nous avons démontré que tout faisceau projetant 
une telle échelle à partir d'un de ses points se confond avec 
un faisceau projetant de la fonction fi (* ). Il suit de là qu'une 
telle échelle est complètement déterminée par quatre de ses points, 
attendu que le faisceau projetant ayant pour centre Tun quel- 
conque de ces quatre poinls est entièrement déterminé par les 
rayons unissant ce point aux trois autres et qu'il suffit de deux 
tels faisceaux pour construire Téchelle conique demandée. 

4. Transformation honiograpkique générale, — Nous rap^ 
pellerons enfin qu'on peut Caire subir à tout nomogramme à points 
alignés la transformation homographique la plus générale, ce qui 
.revient simplement à multiplier l'équation, mise sous forme de 
déterminant, qu'il représente par un déterminant quelconque du 
troisième ordre non nul. Et comme un tel déterminant renferme, 
sous forme homogène, 9 éléments, il permet l'introduction de 
8 paramètres arbitraires. 11 permet notamment de choisir arbi- 
trairement les points correspondant à quatre cotes quelconques, 
chacun d'eux équivalant à l'ensemble de deux coordonnées (^). 

En particulier, comme nous venons de voir que toute échelle 
conique est entièrement déterminée par quatre de ses poinls, il 
en résulte que, si une telle échelle intervient sur un nomogramme 

(») r. A^., p. 142. 

(') r. N., p. i3j. 

XXXV. 1 2 
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à points alignés^ elle peut être choisie d'une façon entièrement 
arbitraire. 

En pratique, c^est généralement, parmi les trois variables, tou- 
jours la même, 23, qui est prise pour inconnue. Les deux autres, z^ 
et Z2t étant, dès lors, qualifiées de données, on sait, dans chaque 
cas particulier, entre quelles limites ai et 6|, a^ et b^, elles 
restent comprises; et les quatre points que Ton se donne arbitrai- 
rement sont ceux qui correspondent à ces valeurs limites (*)• 



II. 



5. Points critiques d'un nomof^ramme à points alignés. — 
Nous appelons /7om/5 critiques A\\ïï nomogramme à points alignés 
les points de mutuelle rencontre des échelles qui le composent, 
valeurs critiques des variables servant à graduer ces échelles les 
valeurs que ces variables prennent en ces points; et nous étendons 
cette désignation aux valeurs correspondantes des fonctions de 
ces variables dont dépendent ces échelles. 

Nous verrons, dans le paragraphe lil de ce Mémoire, le rôle 
capital que joue cette notion de valeur critique dans la construc- 
tion des nomogrammes à points alignés; nous allons d*abord nous 
occuper de la détermination de ces valeurs. 

Celle-ci repose tout entière sur la remarque que voici : lors- 
qu'on donne à deux des variables, Zx et Z2 par exemple, les valeurs 
critiques ^1 et ^2 qui correspondent à un même point critique P, 
Talignemcnt ^1^2 ^st indéterminé; on peut le confondre avec une 
droite quelconque passant par le point P, et, par suite, la valeur 
correspondante de z^ est aussi indéterminée. En d'autres termes, 
on a les valeurs critiques correspondant aux points de ren- 
contre des échelles {zi) et {z^) en cherchant les couples de 
valeurs de z^ et z^ rendant z^ indéterminé. 

Lorsque Féquation est mise sous la forme du déterminant (1), 
celte détermination va de soi. Il est clair, en effet, que les valeurs 
de 2| cl Z2 qui annulent ce déterminant, quelle que soit la valeur 



(') T.N., p. i33. 
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(Je ^3, sool telles que 

syslèmedle deux équations d'où l'on lire les valeurs critiques de z^ 
et ^2; il y a lieu toutefois d'examiner de près, une fois ces valeurs 
trouvées, de quelle façon il convient de les associer, aux divers 
points critiques. 

Ce n'est d'ailleurs généralement pas ainsi que le problème se 
pose; le principal intérêt de la considération des valeurs critiques 
réside, comme nous Talions voir, dans la possibilité qui en résulte 
de construire le nomogramme à points alignés d'une équation sans 
l'amener au préalable (par des transformations algébriques par- 
fois assez délicates) à la forme du déterminant (i). Notre premier 
objet doit donc être de trouver directement les valeurs critiques 
des variables entrant dans une équation nomographiquement 
rationnelle. Tel est le problème dont nous allons nous occuper pour 
les équations d'ordre nomographique 3 ou 4? les seules, ou à peu 
près, qui intéressent les applications pratiques. 

6. Valeurs critiques dans le cas d'une équation d'ordre 
nomographique 3. — L'équation d'ordre nomographique 3 la plus 
générale peut s'écrire 

(6) A/,/,/3-h2B//y/;t-H^C///-4.D = o (t, y, A: = I, a, 3). 

L'étude algébrique complète que nous avons faite précédem- 
ment de celte équation (*) a mis en évidence le rôle que jouent 
dans cette théorie certains invariants que déPinissent les formules 
suivantes. 

Posant 

, , ( Fo = yB,Q-AD, 

(7) { -" 

( E/=AC/-.ByBA, F/=Fo-2B/C/, G/=B/D-CyCA, 

on a, quel que soit i, 

(8) F?-4K/G/=A, 

(') Acta mathematica, t. XXI, 1897, p. 3oi, et T. N., Chap. VI, Sect. II B. 
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A étant le discriminant du premier membre de (6) rendu homo- 
gène. Posant encore 

(9) H/=B/(Fo-2ByGy-aBACA) + 2AGyC;fr; K = AFo-aB,B,B„ 

nous aurons aussi 

(10) FyB^-+-2EyG/,= F;tB/4-2EAGy= H/, AF,-HaE/B,= K. 

Pour déterminer les valeurs critiques (T| et o-t de fy et/^j, nous 
écrirons l'équation (6) sous la forme 

/ï(A/,/t-H Bj/,-H B,/, -f. Ga) -+- Bj/,/,-*- Gi/i -^ G,/,-4- D = o, 

et nous remarquerons que ces valeurs critiques, rendantes indé- 
terminé, doivent satisfaire à la fois aux équations 

( A ai<Ji-h B|<jj-h B,<Ti-i- G3= o, 

(il) < ^ r^ ry ^ 

\ Bj<Ji<Ti-H G|<Ti-+- Gj<TjH- D = o, 

d'où, par élimination du terme en aia-.^, on déduit immédiate- 
ment, eu égard à (7), 

E|<j|-H E,a,-h AD — BjG3 = o. 
Si l'on remarque, en se reportant encore à (7), que 

AD-B,C, = -?^i:t^, 

on voit que cette dernière égalité peut encore s'écrire 

Fi -h F« 

(12) E|<j,-h Ejff, ' î = 0. 

2 

Si, de même, on élimine entre les équations (11) les termes 
en 0-2 seulement, on a 

Fi— F, 

(i3) Et<JiajH <ji— G| = o. 

Retranchant cette dernière équation de l'équation (12) multi* 
pliée par o-i, on a 

EiffJ — F|<JiH- Gi = o. 

On trouverait la même équation avec l'indice 2 par l'élimination 
de Ti ; et, comme le choix des variables z^ et z^ a été arbitraire. 
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on peut (lire que les valeurs critiques a^. et o-J de/} sont les racines 
de Téqualion 

(i4) E/<T?— F/<T/-f.G/=o. 

Par suite, 

si nous convenons de représenter par ^ la vdi\eur arithmétique 
de ce radical. Nous répartissons ainsi les valeurs critiques en deux 
groupes (o^) et (</) respectivement caractérisés par le fait que le 
covariant 

2E/<j|— F/ 

a la même valeur, y/A ou — y/A, pour les trois valeurs critiques C7| 
du même groupe. Or, Téqualion (12) peut s'écrire 

(16) aEi<j|— F, =--(2E,<T,— F,). 

Ceci nous montre que les deux valeurs critiques associées en 
un même point critique sont nécessairement de groupes diffé- 
rents. Il résulte de là que, si P/ est le point critique d'un nomo- 
gramme de genre o situé à la rencontre des droites dj et dk por- 
tant respectivement les échelles {zf) et (^a), on pourra avoir soit 
la disposition 

Pi(^;,crï), P,(a'3,aî), PaCcr',,^;), 
soit la disposition 

Pi(^i,<r",), p«K,<^';), P3(^;,<i^i), 

d^où, pour la même équation d^ ordre 3, deux classes de nomo- 
grammes de genre o homographiquement irréductibles de 
l'une à l'autre, 

La correspondance des points de la droite rf/ et des valeurs de 
la fonction y*! étant univoque, on voit en outre que les valeurs cri- 
tiques 0" et les points critiques P sont ensemble réels ou imagi- 
naires. 

Donc, le nomogramme de genre o représentatif de l'équa- 
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iion d^ ordre 3 donnée ne sera réel que 51 A^o (*). C'csl le ihéo- 
rème que nous avions précëdeniinent obtenu par une autre 
voie(^). 

Si d'ailleurs A = o, les valeurs critiques <t et ^ devenant égales 
deux ù deux, les trois points critiques se confondent, ce qui est la 
seconde partie du théorème ici rappelé ('). 

Nous verrous plus loin comment, une (bis connues les valeurs 
critiques, la construction du nomogramme peut s'efTectuer par une 
voie purement géométrique. 

7. Valeurs critiques dans le cas d'une équation d'ordre no- 
mographique 4. — L'équation d'ordre nomographique 4 ^^ plus 
générale peut s'écrire 

( /3(ao/I/t^-a|/l-^-a,/,4-a3)-^^J(6o/|/l-^6,/,-h^,/5^-^,) 
I -HCo/i/j4-Ci/i-+-c,/,-+-Ca=o. 

L'équation représentée par un nomogramme de genre i, sur 
lequel les échelles rectilignes {zx ) et (^2) (portées par les droites d^ 
et d^ qui se coupent en P3) sont respectivement projectives de/i 
et/a, est de cette forme. Mais, inversement, une telle équation est- 
elle toujours représentable par un tel nomogramme? Par une voie 
purement algébrique [en cherchant à ramener Téquation (1^) à la 
forme canonique correspondant à un nomogramme de genre i](^ )> 
M. Clark a élabli que non, en faisant connaître la condition requise 
pour que cette représentation soit possible. Nous allons retrouver 
son résultat d'une façon bien simple, grâce à la notion des valeurs 
critiques. 

En effet, si la représentation en question est possible, les 
valeurs Ci et Ta que prennent /"i ety"2 en Pj sont critiques. Or, ces 
valeurs devant satisfaire à (17), quelle que soit la valeur de ^3, 



( * ) Il convient de ne pas perdre de vue que nous n'avons égard ici qa^aux 
échelles projectives de celles des fonctions /,, car lorsque A < o on peut être ra- 
mené au cas où A = o moyennant une anamorphose transcendante, ainsi que 
M. Fontené en a, le premier, fait la remarque ( Nouvelles Annales de Mathé- 
matiques, i^w, p. 494)* 

(') T,N., p. 4'*o. 

(^) T,^., p./, 'A 

(•) r. N„ p. 182. 
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doivent être telles que Ton ait à la fois 



(18) 



«0 ^1 5| H- ûf| 5| H- ûfj 9| -f- flj ^ o, 
6o <J| <Tî -r- ^1 <Ti -r- 6, (J^ -f- ^a = O, 

Cft ï^i ^î -h Cl ff I H- Cj <J2 "+" Cj = O. 



Et cela exige que le résultat de rélimination de a-| et o-^ entre ces 
trois équations soit nul. Or, si Ton pose 



D = 



ai ai as 

^1 ^î ^3 
C, Cl Cs 



et si l'on représente par D/ fe déterminant déduit de celui-ci lors- 
qu'on y remplace les élémenls cr/, 6/, c/ par ao, bot Cq, on voit, en 
considérant les équations (i8) comme linéaires en Ti t^, Ti et o*,, 
que l'on en lire 



D 



D, 



(19) <'«^«=-d;' '»=ïj;' "*=d3 

Il vient, par suite, pour la condition cherchée 
(ao) DDj-hD,D,= o. 

C'est celle à laquelle M. Clark est parvenu par une voie sensi- 
blement plus laborieuse. 

Si elle est remplie, les valeurs criliques de o-, et Ca sont données 
par les deux dernières formules (ig)- 



III. 



8. Construction projectile des nomogrammes de genre oet i, 
— Plaçons -nous d'abord, pour le genre o, 3ans Thypothèse 
où A > o, c'est-à-dire où les trois points critiques sont distincts 
(ce qui, par leur jonction deux à deux, donne trois supports di 
non concourants). 

Nous pouvons, comme nous l'avons vu au n^ 4, nous donner 
arbitrairement les points A| et B| , A2 et B^ où les variables Zt et Z2 
prennent leurs valeurs limites a^ et bi , ^2 et &2) auxquelles corres- 
pondent pour les fonctions /i cl /a les valeurs ai et pj, 0.2 et f^j. 
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Tirant les droilcs A< B| et A2B2, qui sont les supports d% et rf,, 
nous avons le point critique P3 où les valeurs de /« et /a sont res- 
pectivement, par exemple (n" 6), o*', et <t\. 

Or, sur rf, , les points A,, B,, Pj cotés a, ^i, t, appartiennent à 
une échelle projective d'une échelle métrique (n° 3) et la déter- 
minent complètement (*); on peut donc marquer sur celle échelle 
le point coté (j\ ; c'est le point Pa- L'C point P| se détermine de 
même sur ^2 où Ton connaît déjà les points A2, B2, P3. 

Tirant la droite P| P2 on a le support ^3 sur lequel les points P| 
et P2 sont cotés cr", et 0-3; un troisième point suffira pour déter- 
miner complètement Técheflle (53) comme projective de celle de/3. 
Or, ce troisième point est immédiatement donné par la rencontre 

Fig. 1. 




')tatf 

Ptf»;) d, ((Js')P, A3 

de r/3 avec l'alignement défini par deux points déjà cotés sur d^ 
et é/2, par exemple A| et A2, la cote du point obtenu se tirant de 
l'équation (6) où Z\ et ^2 ont été remplacés par leurs valeurs a% 
et ^2* 

Si A == o, la construction doit être un peu modifiée, attendu que, 
par les valeurs critiques, on n'a plus qu'un point (le point critique 
unique P) de d^. Pour avoir un second point de ce support, il faut 
déterminer sur d^ et d^ les points où aboutissent deux alignements 
correspondant, en vertu de (6), à une même valeur de 53. Un troi- 
sième alignement quelconque, indépendant des deux premiers, 



(') Si Ton possède déjà une échelle de la fonction /,, on peut coter Ap B,, P3 
au moyen des valeurs correspondantes a,, 6„ W de z^ et construire directemeat 
réchelle (z,) comme projective de celle de /,. 
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donne cnsiiilc sur d:t le Iroisièmc point nécessaire à la délerfni- 
nalion complète de l'éclielle (^a). 

La même construction projective s'étend immédiatement aux 
nomogrammes de genre i lorsque la condition (20) ci-dessus est 
remplie. En effet, la connaissance des valeurs 0-4 et o-.j Aq f^ et/2 
au point critique P, jointe aux valeurs ai et ^1 d'une part, 7.2 et ^2 
de Taiitre, permet la détermination complète des échelles {z\) 
et {z2)' On construit ensuite, au moyen de doubles alignements 
correspondants, comme ci-dessus, autant de points qu'il est néces- 
saire de Téchelle {z^), quatre, par exemple, s'il s'agit d'une échelle 
conique (n° 3). 

9. Emploi direct des échelles des fonctions composantes. — 
Pour que l'échelle (5/) figurant sur un noniogramme soit non pas 
seulement projective de Téchelle de la fonction y,, mais cette 
échelle elle-même, il faut et il suffit que le point à l'infini sur la 
droite di corresponde à la valeur infinie de la fonction y*/. Appelons 
d'une manière générale I/ le point de rf/ où la fonction fi devient 
infinie. Pour que les échelles [zi) et (zy) soient simultanément 
réduites à celles des fonctions y*/ et ^y il suffit, par une transfor- 
mation homographique, de rejeter la droile I/Iy à l'infini. Si, par 
hasard, le point U se trouve lui-même sur cette droile, la troi- 
sième échelle se trouve ipso facto réduite aussi à celle de la fonc- 
tion fk. Mais il peut se faire aussi que la droite I/Iy coïncide avec 
le support d'une des échelles, auquel cas elle ne saurait être tout 
entière rejetée à l'infini. Il est donc essentiel d'examiner à part les 
cas où l'un ou plusieurs des points I se confondent avec des points 
critiques. C'est cette discussion que nous allons présenter ici 
d'une façon complète. 

Nous ferons correspondre les numéros I, II, 111 et IV aux cas 
où o, I, 2 et 3 valeurs critiques des fonctions composantes sont 
infinies, en les aflectant d'un accent lorsque les trois supports rf|, 
diy dz sont concourants et d'un indice a lorsque les trois points I|, 
I2, I3 sont en ligne droile. Observons d*ailleurs tout de suite que 
les hypothèses (H/i), (11^,), ('ï'') et (IV) correspondent à des im- 
possibilités. 

La disposition relative à chacune des autres hypothèses est rc- 
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présenlée schémaliquement sur le Tableau ci-joint où la droite J 
est celle que Ton rejette à Finfini. Nous allons donner un exemple 
de chacune d'elles. 

Au préalable, faisons les deux remarques générales que voici : 

1** Pour avoir la valeur que prend l'une des fonctions lorsque 
les deux autres sont infinies, il faut diviser Téquation (6) par 

Fig. 2. 






le produit de celles-ci, ce qui montre que la valeur de fi pour 
fjz=ff^=icc est donnée par 

A//-hB/=o, 

et, par suite, qu'elle ne peut devenir elle-même infinie que 
si A = o. 

2° Pour qu'une des valeurs critiques o-, devienne infinie, l'équa- 
tion (i4) montre qu'il faut que E|=: o. 



il suit de là que les divers cas sont caractérisés comme suit (la 
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nolalion indiquanl une quanlité différenle de o) : 

A > o. 

I E/=0, Ey=0, Ea = 0, A = 0, 

Ifl ©» û, e. o, 

II e, 0, o, 0, 

III 0, o, o, 0, 

nia ©1 o, o, o, 

IV o, o, o, 0, 

IVa o, o, o, o. 

A = o. 
r E/=0, Ey=0, E^=0, A = 0, 

l'a 0» ®» o» o» 

ir 0, 0, o, 0, 

m'a ®ï O, O, O, 

W'a O, O, O, O. 

Nous retrouvons bien ainsi les diverses conditions établies 
naguère par une voie purement algébrique (*). 

Remarquons enfin que, étant libres de choisir des axes carté- 
siens avec lesquels les trois supports aient des équations aussi 
simples que possible, et ayant sur chacun de ces supports les cotes 
de 3 points, nous pouvons immédiatement écrire pour chacun 
d'eux les coordonnées du point courant en fonction de sa cote. 
Il suffit ensuite de remplacer ces coordonnées par leur expression 
dans le déterminant 

a?i ^1 I 

pour avoir, à peu près sans calcul algébrique, la transformation de 
Téquation donnée sous la forme de déterminant (i). C'est ce que 
nous aurons soin de faire à l'occasion de chacun des exemples par- 
ticuliers ci-dessous. 

10. Exemples de tous les cas possibles d^ équation d^ ordre 3 
représentable par un nomogramme de genre o. — Représentant 



(<) r. N.f p. 4^<J- A cet endroit, une faute dMnnlpression s'est glissée dans 
l'avant-dernière ligne du Tableau, où le signe pour A doit être remplacé par o. 



= o. 
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par J3 la valeur de z^ pour :;, = ^^ = cx>, nous disposons au-dessous 
de chaque équation les valeurs criliques dans Tordre 



en y ajoutant (J3). 







I. ZiJSfZi-^- ZfZj — -S3Z1 -4- 5i 5j -4- -Si = O 



(-0. 



Nous indiquerons ici le détail de la mise sous forme de détermi- 
nant, sans y revenir pour les exemples suivants où nous nous con- 
tenterons de donner le résultat, qu'il est très facile de retrouver en 
se reportant à la marche indiquée ci-dessous. 

Si nous prenons dt pour Oxj d^ pour Oy^ et d^ comme droite 
j^ = :r -f- I , nous avons 






mi-5|-+- /11, 

/Wj Zi -H /I3 

z%-^Pi 



avec 



ari = o, 



— t, 



a?,= o, — I 



rt = o» ' 



00, 



ce qui donne 



Xi 



yi = 



pour 

pour 
pour 



z, = 0, 
Zx=o, 



I 

— I» 

— Il 



-5|-M 



d'où le déterminant 



2 2i o I 

Zi 5t-M I 

o a«j 53-M 



= o. 



Quant à la construction, elle est d'une extrême simplicité, 
attendu que les échelles (:;i) et (^2) sont métriques et que Téchelle 
homographique (^3), ayant même cote (o) que réckellc {z^) en 
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leur point .commun O, est effectivement projeclive de celle-ci; le 
centre de projection est à la rencontre des alignements joignant, 
par exemple, les points cotés i et les points cotés — i (ce dernier, 
par conséquent, parallèle à O^). 

Pour les exemples suivants, nous bornant à inscrire au-dessous 
de chaque équation les valeurs critiques o^et </ ainsi que Jj, nous 
les faisons suivre de la transformée sous forme de déterminant 
qui en résulte par une marche analogue à celle ci-dessus. 



I«. 






(7 :, :) 



Zi o I 

-s, Zi-hl 1 
o ^a I 



= o. 



II. 



Zi Z%Zi -f- ZiZ\ — Z\ H- ^j = o, 



/ — I o oo\ 

\ o — I I y 



Zi o I 

Zt ^1 + I 1 
o I Zi 



(o), 



= o. 



III. 



ZxZiZ-i-h Z^Zi — ^1 = o, 



\ o 00 00/ 



Zi o I 
o Zi I 
— ^3 I ^J 



(o), 



= o. 



nia. 



Z^Zi — Z\Zi — Zf = o, 



(' — I o oc\ 
; o oo o/ 



Zi o I 
o Zi I 



(«), 



= o. 



\ 



lY. 



iVa. 



V. 



la. 



11'. 



lll'a. 
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— l = O, 



ZiZi^l 



= O. 








*t 



(30 00 o) ^0/ ' 



= O. 
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IV'«. 



Zi — 2-5j-^-«s=0, 



(OO 00 oo) 



^1 o o 
Zf I I 

^3 a I 



fi) 



= o. 



IV. 

H. Nomo grammes coniques pour équations d^ ordre 3. — 
Lorsqu'une équation est ordonnée nomographiquemenl par rap- 
port à Tune des variables, ^3 par exemple, sous la forme 

on peut essayer d'effectuer la disjonction des variables en posant 



(22) 



"/lî — ^H = O1 vfit — ^If = O, 



OC qui donne pour z^ Téchelle ponctuelle définie par 

/i-f- w^,-+-pAi= o. 

Si, éliminant ensuite successivement z-x et ^1 entre les équa- 
tions (22), on trouve des équations linéaires en u elv 

la disjonction se trouve effectuée sous la forme requise pour l'ap- 
plication de la méthode des points alignés. 

Appliquons cela à l'équation (6). Mise sous la forme (21), elle 
s'écrira 

/3( A/,/,-4- B,/,-h B,/, -t- G3) -+- B,/,/,-i- C,/,-h C,/,-h D = o, 



et les équations (22) seront ici 

A/,/,-i-B,/i 
B,/,/,-+-C,/| 



B,/, 



D 



V, 



L'élimination de f2 entre ces équations donne, eu égard aux 
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formules du n° 6, 

Ei/i»H- (B3 w - Ai>- F,)/,-h C,w - B,!^ 4- G, = o, 

ëquatîoD linéaire en u el ç, donc définissanl uu point dont le sup- 
port a pour équation 

(B3M — At^ — F,)«— 4Ei(CîU — BiP4-G,) = o, 

que, eu égard encore aux formules du n" 6, on peut écrire 

(B3W — Xvy — '2H3M -+- iKv -I- A = o, 

équation qui resterait la même si Ton permutait les indices i et 2. 
Il résulte de là qu^on obtient ainsi un nomogramme sur lequel les 
échelles (^i) et (32) ont pour support une même conique. Telle 
est la remarque fondamentale due à M. Clark; et, comme elle ne 
suppose rien sur le discriminant A, on voit qu^elle s'applique 
indistinctement à toutes les équations d'ordre 3. 

Il résulte d'ailleurs de ce que nous avons rappelé au n** 3 que 
chacune de ces échelles (zt) et (^2) peut être construite au moyen 
de deux faisceaux projetants de la fonction ft ou /"j. Pour déter- 
miner un tel faisceau, il en faut connaître trois rayons. Or, grâce 
à la considération de Thomographie la plus générale (n® 4), on 
peut disposer arbitrairement de quatre points A, B, C, D d'une 
de ces échelles, cotés d'une manière quelconque. Dans le faisceau 
obtenu en prenant pour centre l'un d'eux, A par exemple, on 
connaît les trois rayons AB, AC, AD avec leur cote; par suite, le 
choix fait des quatre points A, B, C, D entraîne la détermination 
complète soit de l'échelle (^1), soit de Téchelle (^2)? et c'est éga- 
lement sur cette remarque que M. Clark a fondé la construction 
de ses nomogrammes coniques. 

La question qui se pose est celle qui consiste à trouver la rela- 
tion liant w| et Z2 en chaque point du support conique commun. 
M. Clark la résout en ramenant Téquation donnée à la forme 
canonique 

symétrique par rapport à 0| et 02» parce qu'alors la relation cher- 
chée s'écrit 

(24) ?t = ?î- 
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Mais la considéra lîort des valeurs critiques nous a conduit à 
trouver le moyen d'écrire cette relation d'après l'équation géné- 
rale (6) sans lui faire subir aucune transformation préalable. Il 
est, en efiet, facile de se rendre compte a priori àe la disposition 
des valeurs critiques sur un nomogramme conique : si C est le 
support conique commun des échelles (^i) et (^3), D le support 
rectiligne de Péchelle (^s), coupant la conique C aux points I et J, 
il est clair que les valeurs critiques sont réunies en ces deux 
points de façon qu'à l'un d'eux correspondent, pour Zx et ^3, deux 
valeurs de même groupe, et, pour Zz, une valeur du groupe con- 
traire; soit, par exemple : o-^, o-, et o** en I; o*",, 9\ et o-', en J. 

Ainsi, les valeurs o-, et o-^, d'une part, cr* et a**, de l'autre, sont 
associées en un même point de la conique. Or, ces couples de 
valeurs satisfont, d'après ce qui a été vu au n^ 6, à la relation 

îEttxi — Fi=: îEjff, — Ff, 
d'où l'on conclut que l'on doit avoir 

Çirr-iEi/t— F„ 9î=2Eî/,— F,. 

Et, en effet, si, dans l'équation générale (6), on remplace /i 
et /s par leurs valeurs tirées de là, on obtient 

?i?ï(A/î-»- fis) -+- (?i-^ 9i)(K/3-+- H,) -4- Lj/j-+. M,= o, 

où 

L3 = AF,F,-h2B|E,Fî-+-2B|EiF,-+-4CjE,E„ 

Mj = B Fi F,-H 2C1 EjFi -t- aCjE, F,-+- 4D Ej E„ 

qui est bien de la forme (a3). 

Ainsi, la forme particulière de la relation (24)) déduite directe- 
ment de l'équation générale (6), est 

(25) 2E,/,-F,= 2E,/,-F,. 

Elle permet une construction immédiate du nomogrammc, ren« 
dant inutile non seulement toute transformation algébrique préli- 
minaire, mais même la simple disjonction des variables, puisque, 
l'échelle (^1) étant arbitrairement construite comme il vient d'être 
dit, la relation (25) permet de doubler sa graduation de celle de 

l'échelle (-S2). 

XXXY. 1 3 
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Remarque, — Nous venons de voir qu'on pouvait arbitraire- 
ment choisir quatre points cotés de (^i). Pour ces quatre cotes, 
on prendra évidemment, d'une part, les valeurs de ^i, qui sont 
limites pour l'application qu'on a en vue, de l'autre, celles qui, 
en vertu de (25), correspondent de même aux valeurs limites 
de ^2* 

12. Nomogrammes coniques pour équations d'ordre 4- — 
Appliquons la même analjsc à l'équation générale d'ordre nomo- 
graphique 4 écrite sous la forme (17) du n® 7, ou, par abréviation, 

(17 ^w) «u/s-*- Pu^j-^ ïiî = o^ 

et, pour cela, posons 

(26) Tiî" — «n = o» Yuï' — Piî=o. 

Pour que nous puissions ainsi eOectuer la disjonction des 
variables, remarquons d'abord qu'il faut que les équations en f^ 
et /a, 

ne soient pas compatibles. Si, en effet, elles l'étaient, on aurait 
et, des équations (26), on déduirait 

équation indépendante de ^1 et z^^, conduisant dès lors à une 
impossibilité* Or, si l'on se reporte au n® 7, on voit que la condi- 
tion d'incompatibilité des équations ci-dessus [qui, moyennant le 
remplacement de la notation f par la notation 9*, se confondent 
avec les équations (18)] est 

DD8H-D,D,?£o. 

Ainsi, la disjonction par les équations (26) pourra se faire 
lorsque la condition (20) n'aura pas lieu, c'est-à-dire lorsque 
l'équation (17) ne sera pas représentable par un nomogramme à 
deux échelles rectilignes; d'où cette conclusion, autrement 
obtenue par M. Clark, que, tandis qiCune équation d^ordre 3 
est ad libitum représcn table par un nomogramme à échelles 
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rectillgnes ou coniques, une équation d'ordre \ est représen- 
table soit par l'un, soit par Vautre de ces types de nomo- 
gramme, à l'exclusion l'un de Vautre, 

Reste à vérifier que les équations (26) conduisent bien, pourri 
et z-it à des échelles coniques de même support. 

Si, d'une manière générale, on pose 

U£=CiU — a/, Vi=:CiV — 6|, 

les équations (26) peuvent s'écrire 

/î(Mo/t-4- M,)-f-M,/,-HMj=0, 
fli^o /l -i- «'î ) H- «'l /l -4- i^j = O, 

et, par suite, lorsqu'on pose encore 

(27) U,7= UiVj'-UjVi, 

le résultat de l'élimination de /% entre ces équations se met sous 
la forme 

(20) Uoi/?-4-(Uo3-Uiî)/i-4-U,3=0, 

équation linéaire en u et v^ car on vériGe immédiatement que 

(29) U/y= {biCj— bjCi) U -4- (ciaj—'Cjai)v-\- {atbj — ajbi). 

L'équation (28) définit donc bien pour Zx une échelle conique. 
De même, on trouverait pour z-x Téchelle 

(30) Uo,/î-H(Uo3-U„)/,-^Ui3=o. 

Il s'agit maintenant de faire voir que les échelles définies par les 
équations (28) et (3o) ont même support. Les équations des sup- 
ports de ces échelles sont respectivement (en coordonnées paral- 
lèles) 

(Uo3-U„)'-4UoiU„ = o, 

et 

(Uo3-U„)»-4Uo,U,3=ao, 

et la vérification de leur identité, lorsqu'on remarque que 
U21 = — U|2, se réduit à celle de 

Uo,U„-UoiU„=Uo3U,„ 

qui est immédiate lorsqu'on y remplace les U par leurs expres- 
sions (27). 
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PROPRIÉTÉS DES POLYGONES INSCRITS A UNE CONIQUE; 

Par m. Mathieu Weill. 

Théorème I. — Le produit des distances d'un point quel- 
conque d'une conique aux côtés d'un polygone inscrit est dans 
un rapport constant avec le produit des distances de ce point 
aux droites qui joignent de p enp les sommets du polygone. 

Parcourons le polygone dans Tordre indiqué parles côtés i , 2, ..., 
^, ..., et, dans les égalités qui vont suivre, négligeons, pour la 

Fig. I. 




commodité de l'écriture, des facteurs constants, en désignant 
par (i) la distance d'un point M de laconique au côté i, par (2) la 
distance de M au côté 2, et ainsi de suite. 

Le quadrilatère AKLR formé par les côtés i,/>, a, ^ donne lieu 



à l'égalité 



(0(/>) = («)(P)- 



Formons de pareilles égalités en parcourant les sommets suc- 
cessifs du polygone, nous aurons 

(a)(/> -+-!)=(«')(?'), 
(3)(/> + a) = (a')(P')» 



d'où, en désignant par P le produit des distances de M à tous les 
côtés du polygone, 
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Or, le produit (a) (a')(a^)... représente le produit des distances 
de M aux droites qui joignent les sommets pris de (/? — 2) 
en {p — 2); et le produit (^){^),,. représente le produit des dis- 
tances de M aux droites qui joignent les sommets pris de p en />. 

Le théorème est donc vrai pour y? s'il Test pour {p — 2). Or, il 
est vrai pour la valeur p — 2 = 2; donc il est général. 

Théorème IL — Étant donné un polygone de im côtés inscrit 
dans une conique, et dont les côtés sont numérotés i, 2, 3, 
4, ..., 2 m, le produit des distances d^ un point quelconque M de 
la conique aux côtés i, 3, 5, 7, ... est dans un rapport con- 
stant avec le produit des distances de M aux côtés 2, 4 ? 6, . . . , 2 m ; 
et aussi dans un rapport constant avec le produit des distances 
de M aux diagonales. 

Pour démontrer la première partie, considérons, par exemple, 

Fig. 2. 

3 

V 




un octogone que nous décomposerons en quadrilatère et hexagone 
en joignant 2 sommets; ^^en supposant le théorème vrai pour 
l'hexagone, nous aurons 

(i)(3)(5) = (2)(4)(«), 

puis 

(7)(«) = (6)(8). 

On voit donc que, si le théorème est vrai pour un polygone 
de 2/w côtés, il est vrai pour un polygone de (2/71+2) côtés; 
donc il est général. 

Pour démontrer la deuxième partie, remarquons qu'on aura, en 
appliquant le théorème I au cas de l'octogone, par exemple, 

(r)(2)(3)...(8) = (D,D,D,DO«, 
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ro Jr>îgDinl pir D|^ D^, ... les dut^aal^; d^où 



Si la coniqM dcMinêe est un cercW^ les deax théorèmes pré- 
ei?4e«iU dorment des prodvils e^wx^ el doo plus duis an rapport 

Applis|U0AS le tkéoffv-i»e I à «■ piQjTpciee de m côtés et aux 
drvÂl^r^ qikù jot^tteat !<» s^ii^iia rt5 de a cm 3. par exemple; nous 
^massfs une <^^té de k f ;> 



e» dés^iMual potr a «a ^ctcoir et?tt$taiftfi. q^ se rédoit à ronilé 
<^ti»md hk cvaJ<c{ii)e est «• ceircl^^ eC mz iics%iiiaBe par (c>^(fr};y ... 
iss^ <£i:>ta<itces «ie )i %(i.x (firoftes «^ tti joçpnetEC bt» soauBiets de !» en a. 
i^r^ r4r<|tiaxâ»>ft pinfcé^i^iiCe.. si r«?a: ^ remplace les coorckiMiiéeT de M 
pdir dk» co<.MrtJk^aj»<ées^ ci>ujnuii;es^ n^pin^senù? wae eoorbe ^ degré ai, 
6/cmt:*:. d^uj^e part, de ta coaique dnawifs et» d'aulire paet^ d^^ane 
caiirbe reliante <le Jeçré . m — 2 ». qui passe par les pouLts de ren- 
contre (Jes côiés Jij poly^a^ et des droites qai jofigiieflC les 
sootmets de 2 ea 2. Totfô les points de cettse coorbe restante 
juuiââent donc de la pn;prtélé e^rimée par réj^ité précédente. 

Le théorème U donne lieu à la même remarque. 

Cansidérofi:>. maintenant;^ quelques cas particuliers; nous énoor- 
ceroM^s^ les r*isullats sans démonstration. 

L n hexagone étant inscrit dans une conique. le produit des dk- 
tances d'un point quelcom|ue de la droite de Pascal aua. côtés 
numérotés i , 3, 5 est dans un rapport constant avec le prodiait 
des distances au^cù lés Wj 4? ^*« ^^ avec le produit des distances aœt 
diagonales. 

L n triangle étant inscrit dans une circonférence, si Ton mène 
les tangentes aux. sommetSs. la droite «{ui pasee par les points de 
rencontre de ces tangentes et des cotés jouit de la propriété que le 
produit des distances d'un point de cette drtjite aus trois cotés est 
<':gHl au produit des distances de ce point aux. trois tangentes^ 

Un polygone régulier est inscrit dans une circonférence: les 
tangentes aux. sommets forment un second polygone régulier dont 
les c»ilé> rencontrent ceux du premier polygone en des points 
dilués sur des circonféreuco couceulriques; le produit dus dis- 



i 
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lances d'un poinl queJconque d'une de ces circonférences aux 
côtés du polygone est égal au produit des distances de ce point aux 
tangentes. 

Un polygone est inscrit dans une conique et circonscrit à une 
autre conique, bitangenle à la première le long d'une droite D. 
Les côtés du polygone et les droites qui joignent les sommets de 

2 en 2, par exemple, se coupent en des points qui sont situés sur 
des coniques bitangentes à la première le long de D, et aussi sur 
la droite D si le nombre des côtés est impair; le produit des dis- 
tances d'un point quelconque de la droite D ou d'une de ces 
coniques aux côtés du polygone est dans un rapport constant avec 
le produit des distances de ce point aux droites qui joignent les 
sommets de 2 en 2. 

Même résultat pour les droites qui joignent les sommets de 

3 en 3, de 4 ^n 4? • • •• 

Considérons encore un polygone d'un nombre pair de côtés, 
inserit dans une conique et circonscrit à une autre conique quel- 
conque; l'équation symbolique 

(f)(3)(5)(7)...=(2)(4)(6)(8)(io)... 

représente d'abord la conique dans laquelle le polygone est inscrit, 
puis une courbe restante formée elle-même de coniques, auxquelles 
vient s'adjoindre une droite quand le nombre des côtés est de la 
forme (4/^-4-2); ce sont ces coniques dont les points jouissent 
(le la propriété indiquée par l'équation. 

Si un polygone de (4/^i-f- a) côtés est inscrit dans une circon- 
férence et circonscrit à une autre circonférence, les côtés opposés 
se coupent deux à deux sur une droite; le produit des distances 
d'un point quelconque de cette droite aux côtés numérotés i ,3, 5,... 
est égal au produit des distances de ce point aux côtés numé- 
rotés a, 49 6, . . .. 

Théorème III. — îl existe une relation linéaire et homogène 
enire les inverses des distances d'un point quelconque d^une 
conique aux côtés d'un polygone inscrit, 

a==o, p = o, y = o étant les équations des côtés d'un triangle, 
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réquatlon (l\ine conique circonscrite peul s'écrire 

abc 

a, by c étant des constantes. 

Soit lin quadrilatère ABCD et une conique circonscrite; les 




deux triangles ABC, ACD donneront lieu aux deux équations sui- 
vantes de la conique circonscrite : 
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Donc tout point de la conique satisfait à une équation de la forme 

a b d e 

le théorème se démontre de proche en proche. 

L'équation de )a conique est donc renfermée dans Téquation 



a b l 



O, 



qui représente la conique d'une part et, d'autre part, une courbe 
restante de degré (m — ^3) si le polygone a m côtés; cette courbe 
restante jouit donc de la même propriété que la conique. Ainsi^ 
dans le cas du quadrilatère, c'est la droite qui joint les points de 
rencontre des côtés opposés; dans le cas du pentagone^ c'est la 
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conique qui passe par les cinq points où âe Coupent les cÀtés, 
points autres que les cinq sommets situés sur la conique donnée. 

Théorème IV. — Un polygone de m côtés étant inscrit dans 
une conique, les m sommets de ce polygone et les m (m — 4) 
points où les côtés sont rencontrés respectivement par les 
droites qui joignent les sommets de p en p appartiennent à 
une même courbe de degré (m — 2). 

(]e théorème résulte de ce qui précède. 

Considérons, par exemple, un hexagone et les droites qui 
joignent les sommets dé 2 en 2; nous aurons 18 points d*une 
même courbe du quatrième degré. 

Théorème V. — Trois courbes, C, S, S, font partie d^un 
faisceau d^ ordre m; deux autres courbes^ S', S', font partie 
avec C d^un faisceau d* ordre m ; les '^ m^ points de rencontre 
de S avec S' et de S' avec S sont sur une courbe G de degré m. 

£n effet, tout point de la courbe C satisfait à chacune des 
équations 

et, par suite, à Téquation 

cetle équation, qui représente la courbe C, représente donc aussi 
une autre courbe G qui passe par les points communs à S et 2', et 
aussi à S' et S. 

En écrivant SiiL2!'= S'XS, on voit qu'il existe une courbe G 
de degré m passant par les points communs à S et S', et à S et S'. 

Considérons, par exemple, une cubique et un sjstème A. de 
3 droites et un autre sjstème B de 3 droites, tels que leurs 
9 points communs appartiennent à la cubique; puis deux autres 
systèmes analogues A', B'; les 18 points de rencontre de A avec B', 
et de A' avec B, sont sur une même cubique; le produit des dis- 
tances d'un point quelconque de cette cubique aux 6 droites des 
groupes A, A' est proportionnel au produit des distances de ce 
même point aux 6 droites des groupes B^ B^ 

Résultat analogue pour deux groupes de 4 points sui* une co- 

XXXT. i3. 
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nique quelconque. Transformons par polaires réciproques; nous 
aurons le résullat suivant : 

Élant donnés deux quadrilatères ABCD, A'BC'D (B et D étant 
deux sommets opposés communs aux deux quadrilatères), s^il 
existe une conique inscrite à ABCD et ayant A' et C comme 
foyers, il existe une conique inscrite à A'BC'D et ayant A et C 
comme foyers. 



CONTRIBUTION A L'ËTUDE DES CORRESPONDANCES DE M. ZERMELO; 

Par m. Henri Lebesgue. 

Soit un ensemble M formé de certains éléments. Nous appelons 
sous-ensemble de M tout ensemble formé avec des éléments de M 
pris en totalité ou en partie. Imaginons qu'à chaque sous-ensemble 
de M nous sachions faire correspondre un élément particulier, 
bien déterminé, de ce sous-ensemble; une telle correspondance 
entre les sous-ensembles de M et des éléments distingués de ces 
sous-ensembles est dite une correspondance de M. Zerraelo. 

C'est en se fondant sur l'existence de telles correspondances que 
M. Zermelo (*) a démontré que tout ensemble pouvait être bien 
ordonné, le sens qu'il faut attribuer au verbe pouvoir restant 
d'ailleurs très obscur pour certains esprits. 

II n'est douteux pour personne qu'on ne pourra jamais, sans 
particulariser l'ensemble M, nommer une correspondance de 
M. Zermelo pour tout ensemble M, puisque rien ne nous permet 
de distinguer deux éléments de M : nous savons seulement qu'ils 
sont distincts. Je me propose de montrer dans cette Note combien 
sont encore grandes les difficultés que l'on rencontrerait, si l'on 
essayait de nommer une correspondance de M. Zermelo pour l'en- 
semble M des nombres réels. Ma conclusion sera que l'on ne 
pourra jamais définir une telle correspondance par des pro- 



( * ) BeweisM dastjede Menge wohlgeordnet werden kann. ( Lettre à M. Uilberl, 
pabliée dans le Tome LIX des Math. Annalen,) 
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cédés analytiques et cela même si Von se borne à la considéra- 
tion de certains sous-ensembles très particuliers, 

J^emploie dans ce qui suit la terminologie que j*ai adoptée 
dans un précédent travail (<) et j'utilise cerlains des résultats que 
j'ai obtenus. Je dirai qu'une fonction est représentable analytique- 
ment, si l'on peut la construire en efTecluant, suivant une loi déter- 
minée, des opérations élémentaires (additions, soustractions, mul- 
tiplications, divisions) et des passages à la limite, en nombre fini 
ou dénombrable, à partir de constantes et des variables, supposées 
en nombre fini ou dénombrable. Celte définition très large com- 
prend toutes les fonctions qui ont été nommées jusqu'ici, même 
celles qu'on a construites comme exemples des singularités les plus 
inattendues, sauf celles que j'ai formées à la fin du Mémoire 
cité. Encore faut-il ajouter que la méthode de construction que 
j'ai emplovée, à laquelle Kronecker eût vraisemblablement dénié 
les qualités qu'il exigeait d'une définition, est un procédé d'exclu- 
sion des fonctions représentables analj^tiquemenl; au contraire, les 
procédés ordinaires de définition des fonctions, qui reviennent tous 
à une division du domaine considéré en ensembles partiels par des 
procédés analytiques et à une définition analytique de la fonction 
sur chacun de ces ensembles, conduisent nécessairement à des 
fonctions représen tables analytiquement. 

Pour qu'une fonction y* soit représenlable analytiquement il faut 
et il suffît que, quels que soient a et 6, les ensembles E(a<i/<C 6), 
E(a=y*), formés des points pour lesquels les égalité et inégalité 
entre parenthèses sont vérifiées, soient mesurables B. 

Les fonctions que j'ai construites sont les seules connues qui ne 
satisfont pas à cette condition; encore rentrent-elles dans la caté- 
gorie des fonctions mesurables, c'est-à-dire de celles pour lesquelles 
les ensembles E(a<;/<;6), E(a=y) sont mesurables. On ne 
sait pas si l'on pourra jamais nommer un ensemble non mesurable, 
une fonction non mesurable. 

On va voir que, pour nommer une correspondance de M. Zer- 
melo pour les nombres réels, il faudrait nommer une fonction non 
représentable analytiquement et même non mesurable. 



(*) Sur tes /onctions représentables analytiquement {Journ. de Math., 
6* sériCi t. I, fasc. Il, igoS, p. 139-216). 
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Nommer une telle correspondance, c'est faire correspondre à 
lotit ensemble de nombres E un des nombres de l'ensemble, ou 
faire correspondre à la fonction /, égale à a^ro aux points de E et 
à I ailleurs, une des racines de cette fonction. Si ^ est cette racine, 
y apparaît comme une fonction portant sur une yariable qui est la 
forme et la valeur de la fonction / dans un intervalle. Les opéra- 
tions fonctionnelles faisant correspondre des nombres à des formes 
de fonctions n'ont guère été étudiées, sauf cette opération fonc- 
tionnelle que Ton nomme intégration définie (*); il serait donc 
prématuré de recherchera quelle classe d'opérations fonctionnelles 
il conviendrait de réserver le nom à! opérations analytiques. Mais, 
si Ton convient de dire i\\\une opération fonctionnelle est définie 
par un procédé analytique quand elle fait correspondre à 
toute fonction f{x^ \) exprimable analytiquement un nombre 
yÇk) exprimable analytiquement, on est certain d'avoir une dé- 
finition assez large pour qu'il soit très difficile de trouver une 
opération qui n'y satisfasse pds (*). 

Ces préliminaires exposés, je démontre que, même si Von se 
borne à la considération des ensembles dénombrables, il est 
impossible de définir pour eux une correspondance de M. Zer- 
melo par des procédés analytiques. 

Soit t une variable comprise entre o et i ', je l'écris dans le sys- 
tème décimal en ayant soin, par exemple* de n'employer qu'un 
nombre fini de chiffres significatifs quand cela est possible. On a 



( ' ) Cependant il est facile de nommer bien d'autres opérations fonctionnelles 
de la nature de celles dont il s'agit ici. Ainsi la limite supérieure, la variation 
totale, la mesure extérieure de l'ensemble des valeurs d'une fonction sont des 
fonctions de la forme de cette fonction. Quand on s'occupe de classes moins 
étendues de fonctions on peut citer bien d'autres opérations fonctionnelles de la 
nature ici considérée. Toutes celles étudiées par M. Volterra et par M. Hadamard 
sont de cette nature. Les opérations fonctionnelles considérées par M. Pincherle 
et par M. Bourlet sont un peu diiïérentes : elles font correspondre des fonctions 
à des fonctions. 

(^) Par exemple, si Ton peut obtenir le nombre^ ài partir de / en effectuant 
une infinité dénombrable d'opérations élémentaires, de passages à la limite, d'o- 
pérations / elles-mêmes sur des nombres ou des fonctions, une infinité dénom- 
brable d'intégrations, de dérivations, y est défini à partir de / par un procédé 
analytique. 

Les opérations fonctionnelles de la note précédente sont toutes définies par des 
procédés analytiques. 



• • 
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ainsi 

/ = O, ^1 ttidz . • • . 

Je pose 

j*i = o, ai ^3 ai . , . , 
iTî = o, aj as aïo • • • ) 

• 

a?3 = o, a^aisato ...» 
Cl d'une manière générale 

A chaque valeur de t je fais ainsi correspondre Tensemble dé- 
nombrable des valeurs x^^ 0:3, ..., distinctes ou non. Réciproque- 
ment, à tout ensemble de nombres j?/, compris entre o et 1, cor- 
respond au moins une valeur de t. 

On sait que le plus grand entier non supérieur à un nombre x 
est une fonction exprimable analytiquement de x et cela même 
à Taide d'expressions fort simples. Or Ux est le plus grand 
entier contenu dans 10/, a^ le plus grand entier contenu dans 
100/ — «1, ..., donc a^ est une fonction exprimable analytique- 
ment de /. Par suite il en est de même de Xn\ il serait même facile 
de prouver que Xn est une fonction de classe i de la variable /. 

Je désigne par cp(6) la fonction égale à i pour = o et à zéro 
ailleurs; 0(8) est la limite, pour p infini, de e"''^', c'est donc une 
fonction exprimable analjtiquement. La fonction y*(a:, t) égale à 1 
quand x prend l'une des valeurs Xi correspondant à / et égale à 
zéro ailleurs est donc 

c'est une fonction exprimable analjtiquement de x et de t. Seule- 
ment, pour que cela soit exact, nous ne considérerons que les 
valeurs de / pour lesquelles tous les Xp sont différents. Les valeurs 
de t laissées de côté forment l'ensemble somme des ensembles 
E^^^ {p^q)^ ^p^q étant formé des valeurs de / pour lesquelles 

X p — — Xq • 

l£ép^q est partout non dense. En effet, dans un intervalle quel- 
conque on peut en trouver un autre, limité par deux fractions déci- 
males exactes d'ordre a qui soient consécutives, (— ;> — sr); 
a étant tel que, parmi les a premiers chiffres de t^ il y en ait des 
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nombres inégaux |3 et y q^i» interviennent dans Xp et Xg (*). Les 
valeurs de Ey,,^ qui appartiennent à ( — -y — ^j ont alors a-f-|p — yI 
chiffres déterminés, c'est-à-dire que Ton peut nommer des inter- 
valles contenus dans l — j» — j-1 dans lesquels il n'y a aucun 

point de Ep^q» Ep^q est donc bien partout non dense. 

Laissons encore de côté les valeurs de t pour lesquelles Tun 
des Xi est un nombre décimal exact, de façon que la correspon- 
dance entre t et l'ensemble des Xi soit biunivoque. Nous laissons 
ainsi de côté une infinité dénombrable d'ensembles tels que, pour 
chacun d'eux, l'un déterminé xi des x ait une valeur décimale 
déterminée r. r a deux développements déterminés différents r^ 
et Ta; donc t a une infinité de chiffres qui doivent être égaux soit 
aux chiffres de r,, soit à ceux de Ta. Un raisonnement analogue 
au précédent montre que l'ensemble des valeurs de t pour 
lesquelles on a Xi= r est partout non dense. 

En définitive, nous laissons de côté un ensemble qui est la somme 
d'une infinité dénombrable d'ensembles partout non denses, c'est- 
à-dire un ensemble de première catégorie (^). 

Supposant toujours les Xi non décihnaux et différents, recherchons 
quelques propriétés de la transformation de Xp en Xq^ les autres x 
n*étant pas modifiés. Je dis que cette transformation fait corres- 
pondre à un ensemble partout non dense de valeurs de i un 
ensemble partout non dense de valeurs de t. Appliquons, en effet, 
la transformation à un ensemble E partout non dense dans (o, i), 
qui est le seul intervalle considéré, et soit (a, b) une partie quel- 
conque de (o, i). Dans (a, b) je prends un intervalle /| de la 

forme ( — -^ — —]> a étant tel que, dans les a premiers chiffres 

de /, il y en ait autant qui servent dans Xp et d^ins Xq et que le 
dernier de ces a chiffres ^'appartienne ni k Xp ni k Xq. 



(') Oo suppose ici que x et x ne sont pas des fractions décimales exactes; ce 
cas est examiné plus loin. 

(') Les notions d'ensembles de première et de seconde catégories sont dus à 
M. R. Baire; pour les propriétés de ces ensembles on consultera les Leçons sur 
les fonctions discontinues de M. Baire ( Collection de Monographies publiées 5h>us 
la direction de M. Borel) ou sa Thèse, Sur les fonctions de variables réelles 
{Annali di Maleniatica, 1899). 
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Alors la transformation de Xq en Xp fait correspondre à i\ un 
intervalle de même forme i, E étant non dense dans e, on peut 

trouver un intervalle /, intérieur à «, de la forme ( — r> — r— )* 

3 jouissant des propriétés ci-dessus indiquées pour a. La transfor- 
mation de Xp en Xq transforme y en un intervalle de même formey i , 
intérieur à l'i , donc à (a, 6), dans lequel il ny a pas de points de Ei . 

Ceci posé, une correspondance de M. Zermelo fera correspondre 
à toute valeur de t non laissée de côté un nombre j^(/) qui sera 
l'un, bien déterminé puisqu'ils sont tous dilTérents, des nombres 
^ly ^29 •••• Chacune ^e ces valeurs annulera donc une et une 
seule des fonctions y{t) — ^/»(0* J'appelle Cp l'ensemble des 
valeurs de t annulant j^(^) — Xp(t). 

Deux ensembles Cpy Cq n'ont, pas de point commun; (o, i) est la 
somme des ensembles Cp et de l'ensemble de première cat(?gorie 
formé des valeurs de t laissées de côté; donc l'un des Cp est de 
seconde catégorie. 

Si la correspondance de M. Zermelo est définie, au moins pour 
les ensembles dénombrables, par un procédé analytique, ^(^) sera 
une fonction exprimable analjtiquement et par suite les Cp seront 
des ensembles mesurables B. 

L'un d'entre eux est de seconde catégorie; or on sait que, sî un 
ensemble mesurable B est de seconde catégorie, il j a un intervalle 
dans lequel il est partout de seconde catégorie, c*est-à-dire dans 
lequel son complémentaire est de première catégorie (*). Je dis 
que cela est impossible. 

Pour le faire voir, je m'appuierai sur cette remarque évidente : la 
transformation de Xp en Xq change Cp en e^, et je montrerai que, 
si Cp est partout de seconde catégorie dans un intervalle, on peut 
trouver un intervalle et un ensemble Cq dans lequel Cp et Cq soient 
tous deux partout de seconde catégorie, ce qui ne peut avoir lieu 
quand Cp est mesurable B. 

Supposons donc Cp partout de première catégorie dans (a, b)\ 

dans (a, b) je choisis un intervalle i de la forme l — j> — —\ et 
un nombre q plus grand que a. Dans les a premiers chiffres de /, 

(') Voir mon Mcmoirc cilc, p. 187. 
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il j en a ^ qui interviennent dans ^T;» et il n'y en a pas qui inter- 
viennent dans Xq. Les valeurs de ^comprises dans ; et pour lesquelles 
Xp et Xq ont les ^ premiers chiflres communs ont donc a-h^ 
chiffres déterminés, c'est-à-dire que ces valeurs de t appartiennent 

à un ou plusieurs intervalles / de la forme ( — -» — ;r- )• Le chan- 

* -' V, loY loT / 

gement de Xq en Xp fait correspondre à toute valeur d'un inter- 
valle/ une valeur de i\ donc les points de / qui n'appartiennent 
pas à Cq proviennent de points de i n'appartenant pas à Sp, Or ces 
points forment un ensemble somme d'une infinité dénombrable 
d'ensembles partout non denses à chacun desquels la transforma- 
tion de Xp en Xq fait correspondre des ensembles partout non 
denses. Dans les intervalles y, ep et Cq sont donc partout de seconde 
catégorie. La proposition est démontrée. 

Modifions quelque peu le raisonnement précédent; nous obtien- 
drons un résultat plus général. Nous avons vu que les points 

de ^p^q qui sont contenus dans f — j> — ^ j ont plus de a chiffres 
déterminés, c'est-à-dire qu'ils peuvent être enfermés dans un inter- 

— j;j;y» — STït)* ^^ ^^ ^ résulte que, si l'on peut 
enfermer E^,,^ dans des intervalles de mesure totale /, on peut aussi 
l'enfermer dans des intervalles de mesure totale — » et £«,« est de 

mesure nulle. On démontrera de même que, quand l'un des xi a 
une valeur décimale exacte donnée r, / appartient à un ensemble 
de mesure nulle. L'ensemble des valeurs de / laissées de côté est 
donc de mesure nulle. 

D'autre part, si J^(/) est une fonction mesurable, les ensembles 
ep sont mesurables. Je dis qu'ils ont tous même mesure. En effet, 

la transformation de x^ en Xg transforme l'intervalle ( — -y — r- ) 

d'étendue — - en un intervalle de même étendue, pourvu que dans 

les a premiers chiffres de ^ il y en ail autant de Xp que de Xq et 
que le a**"" chiffre n'appartienne ni à j;^ ni à Xq, Cela revient à 
dire que la transformation de Xp en Xq^ qui transforme Cp en Cq^ 
transforme un ensemble qu'on peut enfermer dans des intervalles 
de longueur totale / en un ensemble qu'on peut enfermer aussi 
dans des intervalles de longueur totale 7. Cette transformation 
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conserve donc la mesure : tous les ep ont même mesure. Or (o, i) 
est la somme des ep et de l'ensemble exceptionnel E; tous ces 
ensembles sont sans points communs : on a donc les égalités incom- 
patibles 

1 = /n(E)-hm(tft)4- /n(tfj)-f-..., 

/n(E)=o, /n(ci)= /n(tft)= /n(^3) = 

// est ainsi démontré que y{t) ne peut pas' être une fonction 
mesurable. 

Les raisonnements précédents prouvent aussi que : il n existe 
aucune fonction y [Xi^ j^a, j^j, . ,,) de V infinité dénombrable de 
variables Xi , ^Ta, jT), . . . qui soit représentable analytiquementy 
ou même simplement mesurable, et qui fasse correspondre à 
tout ensemble dénombrable x^^x^^ x^j ... un nombre distingué 
y de V ensemble, dépendant de V ensemble Xx^ x%j x^^ . . ., mais 
pas de r ordre dans lequel sont rangés les points qui composent 
cet ensemble (*). 

La notion d'ensemble dénombrable le plus général n'étant pas 
des plus claires, il ne sera peut-être pas inutile de montrer qu'on 
rencontre les mêmes difficultés quand on essaye de nommer une 
correspondance de M. Zermelo pour des familles très simples 
d'ensembles dénombrables. Pour n'avoir toujours à considérer que 
le segment (o, i), j'introduirai la notion d'ensemble réduit corres- 
pondant à un ensemble E. J'appellerai ainsi Pcnsemble des parties 
fractionnaires F(^) des valeurs de t appartenant à E. Un ensemble 
réduit ne contiendra donc que des valeurs telles que Ton ait 

o^F(0<i. 

Il n'est pas inutile de remarquer que F(/), étant égale à t diminué 
du plus grand entier, positif, nul ou négatif, qui ne surpasse pas t^ 
est une fonction exprimable analytiquement de t. De telle sorte 
que, si E est déGnissable par des procédés analytiques, il en est 
de même de son ensemble réduit. 

Laissons de côté les ensembles bien ordonnés dans Téchelle 
croissante ou décroissante des valeurs de la variable. Le plus 



(') Cet énoncé est équivalent au précédent. 



— 210 - 

simple, peut-être, des autres ensembles déiiombrables est la 
progression arithmétique infinie dans les deux, sens formée des 
nombres a-^-nr^ n étant un entier positif, nul ou négatif. Pour 
ces progressions il est facile de nommer un élément distingué par 
un procédé analytique; par exemple, le plus petit terme positif de 
la progression, lequel est une fonction de classe i des variables a 
et r. On va voir qu'au contraire cela est impossible pour Ten- 
semble réduit (*). 

Pour simplifier je suppose que r a une valeur irrationnelle 
déterminée, y 2 par exemple, et je démontre qu'iV n'existe aucune 
/onction y (a) représentable analytiquenient ou simplement 
mesurable qui fasse correspondre à tout ensemble formé des 
valeurs deF{a-t /ly/â) pour n entier y une valeur distinguée 
de l'ensemble ne dépendant que de l'ensemble et non de la 
manière dont il est donné. 

En eflet, si j^(a) existait, oir aurait, quel que fût l'entier/?, 

X(a) désignant un entier convenable, l'expression 

définirait un entier z{a) vérifiant les égalités 

s(a-f-/?/2)-+-/? = z{a)^ 
z[a 4- F(/?/I)]-}-/? = z{a). 

Désignons par Cq Tensemble des valeurs de a comprises dans 
(o, i) pour lesquelles z{a)=q. Nous supposons y mesurable; 
donc Cg est mesurable. Or on passe de Cç à une partie de e^^p par 

(') Ce fait, singulier au premier abord, résulte de ce que, tandis qu'il est 
possible de repérer la position de la progression a-+-nr dans Téchelle des 
nombres, cela devient impossible si Ton ne connaît que l'ensemble réduit corres- 
pondant, parce que le même ensemble réduit correspond à la fois aux deux pro- 
gressions a -f- /ir et ( a -h i ) -f- /ir. De sorte que ce qui va être démontré, c'est 
l'impossibilité de déûnir par des procédés analytiques une correspondance de 
M. Zermelo pour les progressions arithmétiques à deux raisons formées des va- 
leurs que prend l'expression a-i- tn-^ nr pour toutes les valeurs entières de m 

et dç iij et cela même si r a une valeur irrationnelle déterminée, ^ par exemple. 



"?% 
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les opérations suivantes : i® on effeclue la Iranslalion -i-F^py^) 

sur la partie de e^ contenue dans [o, i — F(/>v/2)], l'extrémité 

I — F{py2) exclue; 2° on efFectue la translation — [i — F(/>y/2)] 

sur la partie de eg contenue dans [i — F(/>y2), i], origine com- 
prise. On passerait de même de Cq^p à e^; donc Cq et Cq^p ont la 
même mesure. 

(o, i) est la somme des Cqj sans point commun ; tous les eq ont 
la même mesure et ils sont en nombre infini; d'où Timpossibilité 
qui légitime l'énoncé. 

Je crois utile, en terminant, de faire quelques remarques. Dans 
toute question d'existence, il j a lieu de tenir compte de deux 
mentalités dliTérentes : celle de l'idéaliste et celle de l'empiriste 
de P. du Bois-Reymond (*). Dans ce qui précède, j'ai donné aux 
définitions leur sens idéaliste; c'est ainsi, par exemple, que j'ai 
parlé d'une infinité dénombrable de constantes sans m'occuper 
d'une loi les définissant, parce que tout ce qui rentre dans la défi- 
nition empirique rentre a forliori dans la définition idéaliste. Au 
contraire, j'ai fait des raisonnements empiristes parce que ce sont 
les seuls qu'idéalistes et empiristes s'accordent à déclarer corrects. 

En donnant aux définitions leur sens idéaliste, on est certain 
de leur donner un sens aussi large que celui que les empiristes 
leur donneront jamais ('^); mais il ne s'ensuit pas qu'on doive uti- 
liser des preuves idéalistes. Sans doute, celles de ces preuves qu'on 



(*) Théorie généraie des fonctions, traduction G. Milhaud et A. Girot, Nice. 
1887. 11 n'y a d'ailleurs pas que deux mentalités en présence, car il y a bien des 
manières d'être idéaliste ou cnnpirisle. L^mpirisme de Kronecker n'est pas celui 
de M. Jules Drach; Tidéalisme de du Bois-Hcymond difTére sensiblement de celui 
de M. Jacques Hadamard. 

Il est d'ailleurs vraisemblable que, connaissant les résultats récents obtenus 
dans la Théorie des fonctions, du Bois-Heymond eût modifié, sur des points de 
détail, le langage qu'i4 prête à l'idéaliste. 

(') On ne mérite donc pas ce reproche que M. Hadamard formulait ainsi : « Je 
crois que le débat est au fond le même qui s'est élevé entre Riemann et ses pré- 
décesseurs sur la notion même de fonction. La loi qu'exige Lebesgue me parait 
ressembler fort à l'expression analytique que réclamaient à toute force les adver- 
saires de Riemann. » Et en note : « Je crois devoir insiter un peu sur ce point 
de vue qui, s'il faut dire toute ma pensée, me parait former le fond même du 
débat. Il me semble que le progrès vcriiablemcnt essentiel des Mallicmatiques, à 
partir de l'invention même du Calcul infinitésimal, a consisté dans l'annexion de 
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peut construire actuellement légitiment tous les énoncés qui, au 
cours dés siècles, seront démontrés par les empîristes; mais est-il 
bien certain que ces preuves ne légitiment pas aussi des énoncés 
que les empiristes démontreront être faux? On a vu récemment 
M. Burali-Forti, emploj^ant les raisonnements idéalistes que Ton 
utilisait constamment, à l'exemple de M. G. Cantor, dans Tétude 
des ensembles, meltre en évidence une contradiction à laquelle ils 
conduisent (<). Sans doute, les raisonnements de M. Burali-Forli 
ont été immédiatement condamnés par des idéalistes qui ont fait 
remarquer, avec raison, qu'il formait un ensemble avec des objets 
non préalablement existants (^). Cette critique, pour Tempiriste, 
a la valeur suivante : M. Burali-Forti raisonne sur des êtres mal 
définis comme s'ils étaient bien déOnis; or Tempiriste se demande 
si ce n'est pas précisément là ce qui caractérise le raisonnement 
idéaliste? Pour qu'un empiriste pût admettre les preuves idéalistes, 
il faudrait qu'on lui eût enseigné comment, avant qu'un raison- 
nement idéaliste ait conduit à une contradiction, il pourra s'aper- 
cevoir s'il est illégitime ou légitime. 

Ayant ainsi fait mes réserves sur la valeur des preuves idéalistes, 
j'énonce des propositions démontrées dans ce qui précède par des 
raisonnements idéalistes : 

Il existe des ensembles qui ne sont pas mesurables. 
Il existe des ensembles qui sont, ainsi que leurs complémen- 
taires, de seconde catégorie dans tout intervalle ('). 

notions successives qui, les unes pour les Grecs, les autres pour les géomètres de 
la Renaissance ou les prédécesseurs de Riemann, étaient « en dehors des Mathé- 
» matiques », parce qu'il était impossible de les décrire. » ( Ce Bulletin, t. XXXUI, 
1905, p. 370.) 

( * ) Hendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1897. ( ^^^f* »"»»» Hilbert. 
Congrès de Heidelberg; J. Richard, Revue générale des Sciences, année igoS.) 

(') Hadamard, Loc, cit., p. 271. 

(') Cette Note a été rédigée à l'occasion d'une question posée par M. C Segre 
{Math. Ann,, t. XL) et sur laquelle il a bien voulu appeler mon attention. 

La réponse partielle que j'ai pu faire à cette question a été publiée dans les 
Atti délia R, Ace. délie Se. di Torino^ 10 mars 1907. J'ai appris depuis que des 
considérations analogues à certaines de celles que j'utilisais avaient été déve- 
loppées par M. Hamel dans le tome LX des Math. Annalen. 

J'ajoute que l'existence, au sens idéaliste, d'ensembles non mesurables a été 
démontrée par M. Vitali (Bologna, Tip« Gamberini e Parmeggiani, 1900). 
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SUR LE MODE DE CROISSANCE DES FONCTIONS ENTIÈRES ; 
Par m. Otto Blumenthal. 

Soit/(z) une fonction entière de z. Posons z = re^^ et dési- 
gnons par G(r, <f) le module de /, par A(r, ^) et B (r, o) ses 
parties réelle et imaginaire. Soient, en outre, IVI(r), A(/'), B(/') 
les valeurs maxima de G, A, B sur le cercle de rayon r. 

Nous allons établir sur ces fonctions quelques propositions 
d^ordre général qui me paraissent indispensables pour fonder so- 
lidement la théorie des fonctions entières. Il semble que ces théo- 
rèmes niaient pas encore été démontrés explicitement, quoique, 
dans leurs grandes lignes, ils n'olTrent peut-être rien de nouveau 
pour ceux qui s'occupent des fonctions entières. 

Les propositions que je vais établir sont valables pour les trois 
fonctions IVI(r), A(r), B(r) et de même pour les valeurs minima 
des fonctions G, A, B. Je me bornerai à les démontrer pour M(r), 
la démonstration pour les autres fonctions étant ou identique ou 
plus facile. 

1. J'appellerai /onction (courbe) algébroïde entière une 
fonction (courbe) réelle 

de la variable réelle x^ qui satisfait aux conditions suivantes : 

i** Elle est finie et continue pour toutes les valeurs finies de x. 

2" Pour toutes les valeurs de x, sauf au plus pour une infinité 
dénombrable de points tendant vers Tinfini comme point limite 
unique,^ est analytique et régulière en x. 

3^ Pour les valeurs exceptionnelles y admet des développements 
à la Puiseux, suivant des puissances fractionnaires de x. 

Ceci posé, voici la proposition à établir : 

La fonction {courbe) IVI(r), évidemment monodrome, con- 
tinue et croissante, se compose cTun nombre ^ni ou infini dé- 
xxxT. 1 4 
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nombrable de parties de fonctions {arcs de courbes) algé- 
broïdes. Les valeurs (points) de rencontre de deux parties de 
fonctions {arcs de courbes) différentes sont en nombre fini ou 
n'ont qu^une valeur (point) limite unique à l'infini (*). De 
plus, on sait que M(r) tend vers Tinfini avec r. 

En parliculier donc, la courbe sera parloul analytique et algé- 
broïde sauf pour les poinls de rencontre où il y aura, en général, 
discontinuité de la tangente et des dérivées supérieures. 

Ces propriétés sont bien mises en relief par un exemple simple, 
mais très instructif, qu^on trouvera au n** 10 de ce travail. 

2. Remarques préliminaires. — Pour éviter des renvois nom- 
breux, je commencerai par rappeler quelques faits connus qui 
nous seront utiles dans la suite. 

A, B et logG satisfont à l'équation de Laplace 

Au = o. 

Nous en tirons le lemme suivant : 

Une fonction entière f(z)^ qui a une valeur absolue constante 
sur un cercle de rayon R ayant l'origine comme centre, est 
nécessairement de la forme a; 



iZ'^. 



D'abord, si y* n'a pas de racines à l'intérieur du cercle, logG, 
étant constant sur sa périphérie et fini à son intérieur, est une 
constante, et il en est de même de /(s). 

Soient donc a,, aj, ..., a^ celles des racines de f à l'inté- 
rieur du cercle qui sont dillérentes de zéro. Nous appellerons 
rk=^\z — a^ I la distance d'un point variable z au point aj^ et 
/•]^=| 5 — a^ I la dislance de z au point cLj^ symétrique à aj^ par 
rapport au cercle (R). On sait alors que 

(') J'ai énoncé ce lliéorèine deux fois sans démonstraiion : dans la Ihèse de 
M. A. Kraft, Ueber ganze transcendente Funkiionen von unendticker Ord- 
nung {Dissertation, GÔttingen, igoS); et Jahresber. d, deutschen Afath.-Ver,, 
t. XVI, février 1907. Du reste, on peut, par nos méthodes et presque sans aucun 
changement, démontrer une proposition analogue sur les séries de Taylor à Tin- 
térieur de leur cercle de convergence. 
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a une valeur constante sur le cercle. Du reste logG, devenant In- 
fini comme logr^ au point a^, est nécessairement de la forme 

IogG= const. -H log ^;'^V"^,!! -^ ^ logr, 

f I # J , m m / p 

si Torigine est un zéro d'ordre m de/{z). 

Donc logG deviendrait inGni positif aux points a',, ..., a . 
Ceci étant impossible, puisque y(2) est entière, il vient 

log G = const. -4- m logr, 

ce qui prouve notre proposition (*). 

Mous exclurons constamment par la suite les puissances az"*. 
Une autre forme du même lemme est alors la suivante : 

La dérivée — ne peut s annuler tout le long d\in cercle 
ayant V origine comme centre. 

En coordonnées polaires r, o, Téquation A^^ = o a la forme 

d_/ du\ 1 àhi _ 
dr\ dr / ~^ r ô<u* " ' 

On en conclut que 

d\. d|B ()logG 

satisfont encore à Téquation de Laplace. 
3. Nous posons 

/(5) =ya,|5", lini v/|"^ = o, 



n) 

1 ^n = ^n ~r- •'*•/» 

Alors 



(^n=an-h ia" 



A(r, ©) =«; -t- 2^ r^* ( g;, cosn? — a"^ sinny), 
^(''i ?) = «i -+-^''"(«« cos/Kp-ha,', sinno). 



(') Bien entendu, on peut aussi la démontrer sans faire intervenir explicite- 
ment la théorie du potentiel. 
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Par suite de la décroissance rapide des quantités a», les séries (2) 
restent uniformément et absolument convergentes, même si Von 
y admet pour r des valeurs complexes dont le module ne 
dépasse pas une quantité arbitraire R, et pour <f des valeurs 
complexes ayant un module $271. Par suite, d'après un théo- 
rème connu, on peut y remplacer cos/icp, sinnçp par leurs déve- 
loppements de Taylor et changer Tordre des termes, de façon à 
obtenir 

(3) A(r,ç) = ai H- r^^//-**?', B(r,(p) = a\ -+- r^^i//^?', 

et ces séries convergent uniformément et absolument à Pintérieur 
de tout cercle arbitrairement grand ayant son centre à Torigine 
du plan des z, 

11 en est de même de 

(4) G«(/',?)= A«(r,o)-hB«(r,o)=^o+/'2^'*''*?'- 

*./ 

Les expressions (3) et (4) montrent que 

dA(o, o) dB(o, 9) dG(o, <p) 
d^ d^ d'^ 

s'annulent identiquement en 9 ( * )• 

4. Considérons maintenant l'ensemble des valeurs (r, 9) pour 

lesquelles 

dG_ 
do 

Voici la proposition à prouver : 

Dans tout le plan y V ensemble des points pour lesquels 

dC 

— = forme au plus une suite dénombrable de courbes algé- 

broïdes; il ny a qu^un nombre fini de ces courbes {ou de leurs 
branches) qui pénètrent dans V intérieur d'un cercle (R). 



(*) Ce fait, évident dans le cas où g ^ o^ se férifie aisément dans le cas gé- 
néral à Taide des formules (2). 
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Tout d'abord, il ne peut exister die po\ ni Isolé pour lequel 
dG 

Cela est évident pour le point r = o. Écartons ce cas et sup- 
posons en premier lieu que le point isolé ne soit pas un zéro 
de G. Alors 

c^logG _ ±àG 
d<f ~" G (^ 

s'annule en ce point et reste finie et continue dans son voisinage. 
Traçons autour du point un cercle c aussi petit que nous vou- 

dc^logrG . . dG I •. 1 1 • 

rons. — ~ — f et par suite -r— » doit changer de signe et, par suite, 

s'annuler sur le cercle, car, puisque -r- satisfait à l'équation de 
Laplace, on a, d'après le théorème de la moyenne arilhmélique, 



/ 



(C) ^ 



ds désignant l'élément de l'arc du cercle c. Donc le point n'est pas 
un zéro isolé de t— • 

Supposons en second lieu que G s'annule en môme temps que 
— • Nous considérons alors le cercle (r) ayant son centre à Tori- 
gine et passant par le point. Il est évident que, sur ce cercle, 

dC 

j~ change de signe au point G = o. Entourons donc encore ce 

point d'un petit cercle c, on voit que ^ change de signe et, par 

suite, s'annule sur c. 

Pour établir notre proposition, nous n'avons maintenant qu'à 
appliquer les procédés généraux de l'élimination, ce (|ui, dans 
le cas de deux variables, ne présente pas de difficulté. Soit(/*o, fo) 

un point quelconque pour lequel — = o. Développant — — - 

en série partout convergente suivant les puissances de /* — /'o 

et de o — Çoï la condition -~ — - = o prend la forme 

( 4*» ) ^'{Ai ( r - /-o )*( o - oo y =• o, 



k.i 
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et le premier membre ne s'annule pas identiquement pour r = ro, 
en vertu du lemme démontré au n° 2 (*). 

Admettons, pour un moment, des valeurs complexes de r — r^ 

et ç — ©0* Alors, si -^r — - commence par des termes d'ordre/? en 

r et Oy il existe exactement/? développements de la forme 

(5) o">^-^o=2£'^/', 

i 

I 

t étant une puissance fractionnaire de r — r© : t = (r — r^y 
(p entier positif) (^). L'ensemble des valeurs (r, o) fournies par 
ces développements est identique à l'ensemble des racines (r, cp) 

de l'équation = o dans un voisinage fini et déterminé du 

point (ro, <po). 

Or, retournons au domaine réel. Comme le zéro (ro, f o) ^^ peut 
être isolé, quelques-uns, du moins, des développements cités 
auront une projection dans le domaine réel, qui n'est autre chose 
qu'un élément de courbe algébroïde passant par le point (r», cpo). 

De plus, comme G n'a que des zéros isolée, les zéros de -^r — • 

àC 

sont, dans un certain voisinage du point, identiques à ceux de -r- > 
donc : 

àC 

Au voisinage de chaque point (ro,Ço) qui annule -r- Inéquation 

àC 

— = définit un nombre fini d*éléments algébroïdes réels 

passant par le point. On s'assure, du reste, aisément que chacun 
de ces éléments avec ses prolongements analytiques par le plan 
des z donne une courbe algébroïde entière. 

Envisageons l'ensemble de tous ces éléments. Bornons-nous à 
ceux d'entre eux qui possèdent des points à l'intérieur ou sur la 



(M Le dernier raisonnement ne s'applique pas au point r = o. Pour traiter ce 

point, on divisera d'abord — -r — - par une puissance convenablement choisie de r; 

on sera ainsi ramené au cas général. 

(') Développements k la Puiseux. Comparer Jordan, Cours d*Anaiyse, t. I, 
p. 34^-330. 
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périphérie d'un cercle (R). Je disque ces éléments avec leurs pro- 
longements analytiques ne forment qu%in nombre fîni de courbes 
(branches de courbes) algébroïdes. 

En eiïet, supposons qu^il y en ait une infinité ayant des points 
communs avec Fîntérieur ou la périphérie de (R). Alors il y a, dans 
(R) ou sur (R), au moins un point limite P tel que dans son voi- 

sinage pénètrent des courbes -r— = o en nombre infini. La conli- 

nuilé de -r— exige alors que Psoit lui-même un zéro de la fonction. 

Appliquant alors le théorème ci-dessus, on voit que Thypothèse 

faîte est absurde. Notre proposition sur les valeurs -r— = o est 

donc bien démontrée. 

Nous désignerons dorénavant par courbes C les courbes algé- 

broïdes entières -r— = o. 

Une courbe C ne coupe un cercle (r) qu'en un nombre fini 
de points. C'est ce qu'on démontre encore par la méthode du 
point limite. Mais la même méthode nous fournit encore le résultat 
bien plus précis : 

Sur tous tes cercles (r) intérieurs à (R) le nombre des points 
pour lesquels — = o est au plus égal à un nombre fini K qui 
ne dépend que de R. 

Une dernière conclusion à tirer de la considération des courbes 
C est la suivante : 

Tous les points — = o d^un cercle {r) dans un certain voisi- 
nage d'un cercle (ro) sont situés sur des courbes C ayant des 
points communs avec (ro). 

5. Les mêmes résultats subsistent évidemment pour les 
courbes -^- = et -— = 0; il y a même lieu de faire sur ces 

d^ do ' •' 

courbes une remarque complémentaire. 



Les courbes -T-- ^= o(j- = o\ ne peuvent être fermées^ 



ou 
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mieux : // ne peut exister, dans le plan des 5, aucun domaine fini, 
limité exclusivement par des arcs de courbes j- =of^=oj. 

En elTet, comme -r-' satisfait partout à l'équation de Laplace 

et qu'elle est régulière dans tout domaine fini, elle serait iden- 
tiquement nulle si elle s'annulait sur le contour. 

Le résultat analogue sur les courbes C a une portée moins 

grande. Tout d'abord, en appliquant à — -p— les raisonnements ci- 
dessus, on voit qu'il ne peut pas exister de domaines finis, limités 
exclusivement par des arcs de courbes C, et tels qu'ils ne con- 
tiennent, ni dans leur intérieur, ni sur leurs contours, aucun zéro 
de G. De plus, il est évident que chaque zéro de G est nécessai- 
rement situé sur une courbe -- = o. D'où ce résultat : 

S'il existe un domaine fini, limité exclusivement par des arcs 
de courbes C et n'en contenant aucun dans son intérieur, il 
faut que l'un au moins de ces arcs contienne un zéro de G 
(c^est'à'dire de f). 

L'exemple du n° 10 montrera du reste que cette circonstance 
peut bien se présenter. 

6. Nous pouvons maintenant aborder notre problème principal, 
la recherche des plus grandes valeurs IVf(r) de G sur les difTérents 
cercles (r). Nous commencerons par une orientation rapide, puis 
nous approfondirons. 

Prenons donc un cercle déterminé (to) (to < R) et cherchons-en 
les points dans lesquels G prend la valeur M(ro). Je les appellerai 
]es points maxima du cercle. Ces points sont certainement com- 
pris parmi les intersections du cercle avec les courbes C. Comme 
le nombre de ces intersections est =K, la détermination des points 
maxima n'olTrc pas de difficulté théorique, fl peut y en avoir un 
ou plusieurs. 

Il s'agit maintenant de trouver les points maxima sur les cercles 
voisins de (/'o)« 

Supposons d'abord qu'il n'y ait, sur (tq), qu'un seul point 
maximum et un seul élément C| des courbes C passant par ce 
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point. Alors les choses sont très simples. Comme, sur (/^o)r ^^f 
înlersecllons avec les autres courbes C correspondent des valeurs 
de G plus petites que M(ro), de même, sur tous les cercles d'un 
certain voisinage de (r©), la courbe C| fournira les plus grandes 
valeurs de G, c'est-à-dire que, dans ce voisinage, les points maxima 
seront les points d'intersection des diflTérents cercles avec la même 
courbe algébroïde C|. Ce voisinage comprend des valeurs r et plus 
petites et plus grandes que r^. 

J'appellerai courbe maxima tout arc de courbe formé par deis 
points maxima. Donc, dans notre cas, il y a, dans le voisinage 
de f'o, une seule courbe maxima, arc de la courbe algëbroïde C|. 

Mais le cas général est plus compliqué. En effet, s'il y a sur r^ 
plusieurs points maxima et plusieurs éléments C passant par eux, 
il faut traiter séparément les valeurs r>>/*o et r<I^o» Étudions 
d'abord le cas /\>ro. Envisageons tous les éléments de C passant 
par les points maxima de (/*o) f't suivons-les dans la direction 
des r croissants. Les points maxima des cercles (/')(/' >^o) sont 
certainement, dans un certain voisinage de (/'o), compris parmi les 
intersections de (r) avec ces éléments, d'après la remarque faite 
à la fin du n° 4. Donc, les courbes maxima seront, dans le voisi- 
nage de (tq), comprises parmi ces éléments : ce seront ceux qui 
fournissent sur chaque cercle (r) (r> r©) assez voisin de (r©) les 
plus grandes valeurs de G. Il peut y en avoir plusieurs. 

Les mêmes raisonnements sont valables pour les valeurs r< r©. 
Mais les courbes maxima peuvent être différentes pour r^ r^ 
et pour r <ir^. 

C'est là un fait capital, par suite duquel la fonction M(r) se 
comporte d'une façon complètement différente des deux côtés 
du point To* 

Je dirai que r% est un point anguleux de la fonction M(r), 
si cette circonstance se présente, c'est-à-dire, si les courbes 
maxima sont différentes pour r> ro et r <C '*o« 

11 y aura, du reste, lieu de distinguer deux sortes de points 
anguleux : 

i" Points anguleux de la première sorte. — Les courbes 
maxima des deux côtés du cercle (to) sont différentes, mais elles 



passent par les mêmes points maxima de (r^) (*). (Ce cas ne peut se 
présenter que lorsque plusieurs éléments C passent par un point 
maximum); 

a** Points anguleux de la deuxième sorte. — Les courbes 
maxima des deux côtés passent par des points maxima différents. 

Nous reviendrons sur cette classification (n° 9). 

Les courbes maxima sont donc des arcs de courbes C, coupés 
aux points anguleux. 

Mais les raisonnements ci-dessus ne sont qu^approximatifs. Il 
faut les rendre concluants par une voie analytique, ce qui ne pré- 
sente pas de difficulté. 

7. A cet effet, nous allons calculer la fonction M(r) au voisi- 
nage de To, ce qui se fait par une élimination. 

Nous écrirons les développements (5) de tous les éléments C 
passant par les points maxima de (tq). C^est un nombre fini (^K) 
de développements que nous désignerons par 

Nous aurons 

i 

La lettre t désigne dans tous ces développements la même 
puissance fractionnaire de r — r%. 

Certains de ces développements pourront du reste n*être réels 
que pour r < r© ou r > r©- 

Nous avons, d*autre part, autour du point maximum (to, o^^) • 

(4*) G«(r,ç) = M«(rp)+2^'^;(r-ro)*(9«(pl,^>y, 

la somme s'annulant pour r=^ro^ ç = cp'^^ 



( * ) Pour parler plus exactement : il y a au moins un couple de courbes maxima 
des deux c^tés de (r,) qui passent par le même point maximum de (r,). 
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Nous désignerons par Gx(r) les valeurs de G(r, ç) sur l'élé- 
meiUDx. Subslituanl (5^) dans (4^) et tenant compte de ce que 
r — /'o est une puissance entière de t^ nous trouvons 

m 

Gj|(r) = M«(r,)+2Bi^'<'' 

1 

et, par suite, puisque M(ro) est différent de zéro : 

m 

(6) Gx(r) = M(r,)+_2Ai^'<^ 

1 

tous ces développements étant valables à la fois dans un voisinage 
fini et déterminé de Tq. 

Les Gx(r) sont donc des éléments algébroïdes en r. Certains 
peuvent n'être réels que pour r < r© ou r > r©. Il peut aussi y en 
avoir plusieurs d'identiques : dans ce cas, nous n'en conserverons 
qu'un seul. 

Distinguons maintenant les deux cas r<C /*o et /*>• /*o* Prenons 
d'abord r>>ro. Formons toutes les dilTérences deux à deux des 

G> réels pour r > r^. Soit 



une de ces différences. Elle a pour toutes les valeurs de r (>• r©) 

dans le voisinage de r© un signe constant, celui de A^t', Donc 

il y a un développement bien déterminé, soit Gx, qui, pour toutes 
les valeurs r^r^ d'un voisinage fini, donne des valeurs de G 
supérieures (ou au moins égales) à celles fournies par les autres 
développements. On a alors dans tout ce voisinage 

•0 

(6») M(r) = Gx(r) = M(r,)H-2A?'<' (/•>r.). 

1 

Le même raisonnement s'applique aux valeurs r <C /*o, il y aura 
encore un développement maximum, soit Gp^ mais il est évi- 
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dent qu'en général, G|jl est dlfTérent de Gx* Donc 

•0 

(6^) M(r) = G^(r) = M(ro)-^2^r^ (r<r.). 

1 

Sî G> et GjA diffèrent, r© est un point anguleux de M (r). 
Voici donc le résumé des résultats acquis : 

De chaque côté d'un point quelconque r©, la /onction M(/') 
admet un développement algébroïde. Ces développements sont 
valables dans un intervalle d'étendue finie. Si les développe- 
ments des deux côtés sont identiques, nous avons un point ordi- 
naire, sinon un point anguleux deM(r), 

8. A l'intérieur d'un intervalle fini (o . . . R), il rCy a qvCun 
nombre fini de points anguleux. 

En effet, s^il y en avait une infinité, ils auraient un point 
limite ^R, ce qui est inadmissible, puisque, pour ce point, le théo- 
rème du numéro précédent serait en défaut. 

Notre proposition générale, énoncée au n° 1, est donc bien 
établie. 

Voici une autre forme du même résultat : Les courbes maxima 
sont des arcs de courbes algébroïdes. Toute courbe G qui est 
maxima dans un élément l'est sur un arc de longueur finie. 
Pour r^R, cette longueur reste au-dessus d'une limite fixe, 
différente de zéro. 

9. Je ferai encore quelques remarques à Fégard des points angu- 
leux. En les appelant ainsi, j^ai un peu généralisé Tacception ordi- 
naire du mol. En effet, la définition ci-dessus du point anguleux 
n^implique pas qu*il y ait forcément discontinuité de la tangente. 

Il y a même dans cet ordre d'idées une proposition spéciale 
sur les points anguleux de première sorte. 

En un point anguleux de première sorte, la tangente est 
toujours continue. 

G'est une conséquence immédiate d'une formule très simple 
relative à la dérivée -t— • 
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Soit -T- le coefficient angulaire de la courbe maxima au point/*. 
Nous supposerons d^abord que -^ n'est pas infini. On a alors 

dM __ dG dG d^ _ dG 
dr dr d<^ dr " dr 

Mais celle formule subsiste encore pour les points où le coeffi- 
cient angulaire est infini [c'est-à-dire où la courbe maxima est 
tangenle au cercle (r)]. Nous savons en efl'et, par suile du carac- 
tère algébroïde des courbes C, que ces poinls sont isolés. Or la 
relation (7) élant vérifiée pour des poinls infiniment voisins du 
point isolé, Test aussi pour le point méme^ parce que, sur une 

même courbe maxima, -^ ne fait pas de sauls brusques. 

La formule (7) est assez remarquable : on en conclut, entre 
autres, que la dérivée -^ est partout finie, ce qui ne paraît nulle- 
ment évident a priori (*). 

Pour démontrer notre proposition sur les points anguleux de 
première sorte, nous n'avons qu'à appliquer la formule (7) au 
point de rencontre (r^j (po)des deux courbes maxima pour r<C. /*o 
et /*>ro. 

10. La conclusion à tirer de notre théorème général est que la 
fonction M(r) est loin de se comporter d'une façon simple; ce sont 
surtout les points anguleux qui y introduisent une complication 
1res sensible. Il m'a donc paru intéressant de vérifier sur un exemple 
que ces discontinuités que notre méthode de démonstration a fait 
prévoir se présentent bien en réalité. L'exemple le plus simple 
d'une courbe M(/*) composée de plusieurs arcs de courbes ana- 
lytiques diflerentes est fourni par des polynômes du second 
degré (*). 

( *) Voir aussi le théorème cilé à la fin de ce travail ( n« il ), qui assure la même 
propriété à la dérivée seconde -r-rj- • 

(') M. Ed. Landau a bien voulu me faire savoir que, dès 190}, il avait trouvé 
et donné dans ses cours Texemple de la fonction 

/(«) = 14.5 — «', 

qui rentre dans notre catégorie. 
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Considérons d'abord une fonction linéaire /(w) = z •+■ p. 11 est 
évident que celte fonction prend son module mai^imum une seule 
fois sur chaque cercle ayant Torigine comme centre; la fonc- 
tion M(r) a la forme très simple 

M(r) = r + |P|. 

Mais passons aux polynômes du second degré. Ici, des circon- 
stances très variées peuvent se présenter. Pour les étudier, je n'ai 
pas pu me servir des procédés éliminatoires directs qui conduisent 
à des calculs à peu près inextricables, mais j'ai dû recourir à des 
considérations géométriques. 

Je désignerai par ^i, 62 les deux racines du polynôme du second 
degré, de sorte que nous aurons 

/{z) = ^«-4- az H- P = (a — e, ) (4f — • «,). 

Nous marquerons dans le plan les deux points Ci et e^ et nous 
poserons 

donc 

G(r, <p) = riTj, M(r) = max(rirt) pour|-«| = r. 

La fonction M(r) est particulièrement simple, si ^1, 62 sont des 
nombres complexes conjugués (et dans les cas qui se réduisent à 
celui-ci par une rotation du plan). On a alors évidemment 

M(/-) = r«-f-|«|r-h|P|. 

Écartons ce cas-là et de même, pour un moment, le cas de 
valeurs «i, 62 réelles (et les cas réductibles à ceux-ci). Pour toutes 
les autres positions des points ei, €2 j'ai pu démontrer, par une 
voie un peu détournée, que la fonction M(r) est partout algé- 
broïde et sans points anguleux, mais le calcul effectif de la fonc- 
tion serait, probablement, assez long. 

Le cas le plus intéressant est celui de valeurs ^i, 62 réelles et de 
signes contraires; si ^i, 62 ont le même signe, on a évidemment le 
même résultat que dans le cas de valeurs complexes conjuguées. 

Soient donc ei, €2 deux points situés sur l'axe des x. Envisa- 
geons les courbes Ti r3= const. Ce sont des courbes de Cassini 
a^ant les points «i, €2 pour foyers. Une telle courbe a, au plus, 
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quatre points réels communs avec un cercle (*). SoitdoncM(/')==a^ 
le maximum du module sur le cercle (r). Ce cercle est alors ren- 
fermé tout entier à ^intérieur de la courbe Ti r2= ol^ et il a au 
moins un point commun avec elle. En ces points communs, il 
doit y avoir contact entre la courbe et le cercle. Nous avons donc 
deux cas à distinguer : 

I® Le cercle (r) a un seul point de contact avec la courbe (a) 
(cercle simplement langent). Pour des raisons de symétrie, ce 
point est situé sur Taxe des x. 

2° Le cercle a deux points de contact avec la courbe (cercle 
doublement tangent). Les points dé contact sont symétriques par 
rapport à Taxe des x. 

Nous chercherons toutes les valeurs de r qui correspondent 
à des cercles doublement tangents. 

L'équation d'une courbe de Cassini ayant les foyers ei, Ca est 

(a) [(a7-e,)«-h^«][(x-c,)'-+-7*] = «*. 

Nous supposerons, diaprés ce que nous venons de remarquer, 
que 6|, 62 sont de signe contraire, et en particulier ^| = |ei|, 
«2 = — I ^a I î nous supposerons en outre ^1 p^ — «2, le cas e^ = — e^ 
étant un cas limite particulièrement simple (^). Pour fixer les idées, 
nous choisirons ^1 + ^2<C o, ce qui ne restreint pas la généralité. 

Éliminant j^ entre (a) et Téquation du cercle 



nous trouvons Téqualion en x 

( — leix -f-ej-h /•')(— 2eiX -h e] -f-r*) = a*, 
(b) 

4eieia?*— 2 (C| -h tf|)(C|Cj-+- r>)ar -h (c} -h r')(cî-+- r*) = «*. 

Pour qu'il y ait deux points de contact, il faut que cette équation 
ait une racine double. La condition est, tous calculs faits, 

(*) Parce que les deux points infinis du cercle sont des points doubles de la 
courbe de Cassini. 
(') Voir à la fin de ce numéro. 
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et Tabsclsse commune des points de contact est 

I (g.^et)(g|gî-f-r») 

Il semble donc qu'à chaque cercle /'corresponde une courbe (a) 
à contact double, a étant donné par la formule (c). Mais ces points 
de contact ne sont pas tous réels. En eRet, substituant la valeur 
de Xt dans Téquatibn du cercle, on trouve pour l'ordonnée la 
valeur 

'•> ^'---^ "■"'■':j:r"'"" ' 

valeur évidemment négative pour les grandes et les petites valeurs 
de r. Pour présenter nettement les choses, éliminons r enlre (d) 
et (e); nous trouverons la courbe formée par les points de con- 
tact. Un calcul facile nous donne 

(/) ^?H-^?= xt — eiet. 

C^est V équation dUin cercle ayant le point 

A = f I = o 

comme centre et comme rayon la longueur 



/[ëTëTl 



ex — Ci 



ei-het 
Le cercle coupe Taxe des x aux deux points 



et + e. 



r. = -(/i77î+»/M)'iS. 

C| ■+■ et 

(les racines étant affectées du signe +); d'après nos hypothèses 
sur les valeurs et, e^^ le premier point est situé à gauche, le second 
à droite de Torigine. 

Donc, il j a contact double entre les cercles et les courbes de 
Cassini correspondantes pour les valeurs de r enlre 



n={^/ï^\-^/ï7r\y^?^ et r.=(/i7n-H/kïï)',^^l^. 



|ei+ei| •«-vr,-.,^r.-../ |«,^e,] 
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Les cercles sont d'ailleurs contenus dans rintérleur des courbes 
tangentes. On s^en assure en remarquant que, pour tous les points 
du cercle (r), on a l'équation analogue à (b) 

Mais le premier membre a son maximum pour x = Xe. 

Donc, pour ri^r^r2, il y a deux courbes maxima, à savoir 
les demi-cercles supérieur et inférieur (/). La fonction M(r) 
est donnée par 

(C) M(r)=!^li^i|i!(r«-+-|^ie,l) r.^r^r,. 

2/)e,e,| 

Son image géométrique est un arc de parabole* 

Considérons maintenant les valeurs r^r^ et r^r>y. Nous avons 
vu que pour ces valeurs il n'y a que des cercles simplement tan- 
gents. Les courbes maxima sont donc des segments de Taxe des x 
{voir p. 227, 1°). Je dis qu'avec nos hypothèses sur e^ , e^, la courbe 
maxima entre r = o et r = Ti est le segment négatif entre a: = o 
et X'=- — /'il pour r^/'a, au contraire, c'est le segment positif à 
partir de J? = 4- r^. 

La démonstration étant très simple, je ne l'indiquerai brièvement 
que pour r<Cr^. Il faut s'assurer que la quantité 

ri r, = y/[{x — ei)«-h^«] [{x — e,)«H-7«] 

est plus grande pour j: = — r, y = o que pour x = -{- r^ y=^o 
(/•<r|). Or 

pour x^^r,y:=o : {rir,)-= |r-hei| [r — |c,| |, 
pour ar = -+-r,^ = o : (rir, )+= | r — e, | |r-f-| c,| [. 

La formule pour ri montre que, d'après nos hypothèses sur ^i, ej, 

Donc 

(r,r,)- =(| e, [-+./•) (le,| — r), 

tandis qu'il y a deux hypothèses admissibles sur (ti #'2)^ : 

i** (rir^)^ = (\et\-'r){\ei\-hr), 

2" (r,r,K = (r-|e,|)(r-f-|e,|). 

XXXY. l5 
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Avec la première hypothèse, rinégah'té cherchée 

(''i^î)+<(/'ir,) 

est évidente; avec la seconde, on a 

( ^1 ri )- — ( r, rj )+ = a j I e, c, I — r» } è 2 j I c, ej I — r» } > o, 

ce qui prouve encore notre inégalité. 

Nous résumerons, comme il suit, nos résultats : 

1** Les courbes maxima. Entre r = o et r = i\ 



il y a une seule courbe maxima : le segment (o. . . — r^) de Taxe 
des x\ entre r^ et r^ 



rj = 



v/|«î|-f- v/|tfi| 



/|e,|-/M 



V^ki^il 



il y a deux courbes maxima : les deux demi-cercles (/) ; pour r> rj 



Fig. .. 




il y a encore une seule courbe maxima : le segment (-{- r^ ... 
de Taxe des x {fig» i). 



«) 



> 



2** La fonction M(r). Elle se compose de trois arcs difTcrenls 
pour o^ri/'i : M, (/•) = |ei«j|-f- ;|^j|-~|ei|j r — r»; 

pour n<r<r,: M,{r) =.\^±l^(r^-^ \e^e,\); 

pour r>rj : M3(r) = /•»-+- j | e,| — |e,|| /- — Iciej!. 

Ce sont Irois arcs de paraboles (/ig. 2). 

Fi g. 2. 




Les points r^ et r2 sont les points anguleux de M(r) (•). 

(*) lis sont de la première sorte. On vérifie facilement la continuité des tan- 
gentes. Il serait peut-élre intéressant de se procurer aussi un exemple de points 
anguleux de la deuxième sorte. Je crois qu'on en trouvera parmi les polynômes 
du troisième degré. 
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Remarquons, pour finir, que le cas ^2 = — ^1 est un cas limite 

dégénéré : on a alors Ti = o, le cercle {f) dégénère dans l'axe 

des y^ et 

M(r) = r«-+-e* (e = ei = — «i). 

Remarquons encore que Taxe des x^ qui n'est courbe niaxima 
que sur une partie de son étendue, est partout une courbe — = o. 

11. Il est clair que les propriétés que nous venons de démontrer 
sur la fonction M(r) sont bien loin de la caractériser complètement. 
Peut-on indiquer des conditions suffisantes s'xmYAes pour qu'à une 
fonction M(r) on puisse faire correspondre une fonction entière 
f{z) telle que 

M(r) = ma\ |/(z) I pour|-s| = r? 

C'est une question très importante, mais qui ne paraît pas près 

d'être résolue. En attendant, une autre condition nécessaire a été 

trouvée par trois voies toutes différentes par M. Hadamard ('), 

M. Fabcr (') et moi-même ('). Nous avons démontré, en effet, que 

l'expression 

rflogM _ _r ^ 
dXo^r M dr 

est toujours croissante. Il s'ensuit que, pour les fonctions entières 

non linéaires, la dérivée -j- est croissante à partir d'une certaine 

valeur de r, car pour toutes ces fonctions 7? diminue si rvaen aug- 
mentant h partir d'une certaine valeur (*). 

Comme je ne connaissais pas le travail antérieur de M. Hada- 
mard lors de la publication de mon Mémoire, je profite de l'occa- 
sion pour faire cette rectification bibliographique. 

(*) Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXIV, 1896. M. Hada- 
mird n'a pas publié sa démonstration, il a bien voulu me l'indiquer par écrit. Sa 
proposition a été reproduite par M. d'Adhémar dans sa rédaction des Leçons sur 
les séries à termes positifs de M. Borel. Là encore, la démonstration manque, 
car le raisonnement ajouté par M. d'Adhémar ne porte pas sur la question. 

(^) Math. Ann., t. LXIII, 1907. 

(') Jahresber. d. deutschen Math. -Ver., t. XVI, 1907. 

(*) Voir aussi n* 9, la note en bas de la page tisS. 
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SUR LES COURBES GAUCHES UNIGURSALES DU QUATRIÈME ORDRE; 

Par m. Ch. Bioche. 

On sait que les courbes gauches du quatrième ordre appar- 
tiennent à deux familles distinctes : 

i^ Les biquadra tiques, par chacune desquelles il passe une 
infinité de surfaces du second ordre; 

t!^ Les quartiques de Steiner, par chacune desquelles il ne 
passe qu'une surface du second ordre, dont un système de généra- 
trices est constitué par les sécantes triples de la courbe. 

Les quartiques de Steiner sont unicursales; leur classe est 6, 5 

ou 4* 

Les biquadratiques ne sont unicursales que si elles ont un point 
double; si celui-ci est un point double ordinaire, la courbe est de 
sixième classe; si c'est un point de rebroussement, la courbe est de 
quatrième classe ( * ). 

J'ai été conduit à écrire ce Mémoire à la suite de cette remarque : 
si d'un point M d'une courbe de sixième classe on mène les trois 
plans osculateurs qui ont leurs points de contact distincts de M, 
ces points sont dans un plan II passant par M. J'ai obtenu des 
résultats curieux en cherchant l'enveloppe de ce plan II et, pour 
pouvoirelTectuersimpIementles calculs, j'ai dû chercher des formes 
réduites des équations générales des courbes gauches unicursales 
du quatrième ordre. Enfin, en cherchant des exemples, j'ai obtenu 
des formes assez générales d'équations donnant lieu à des remarques 
intéressantes. 

L — Propriétés générales. 
1. Une courbe gauche unicursale du quatrième ordre peut tou- 



(*) J'ai déjà étudié les courbes de quatrième ordre et de quatrième classe {Bail. 
Soc. Malh,f t. \X.X11I, igoj, p. i8). 
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jours se présenler par les équations 

X = aoX* 4- ai X' -4- ajX* -h «3 X *+- a^, 
Y = ^^oX* -+- 6i X3 H- 6,X» -4- 6,X -4- 64, 
Z =r Ce X* -4- Cl Xî -h cj X* -h cj X -h C4, 

T = rfoX*-h rf,X»-H rf,X«-h ^/jX -4- €^4, 

les polynômes eu X étant premiers entre eux dans leur ensemble. 
Les \ des points d'intersection de la courbe avec un plan quel- 
conque sont liés par une relation qui doit être du premier degré 
par rapport à chacun de cesX pris isolément, puisque, trois d'entre 
eux étant donnés arbitrairement, on doit avoir une équation du 
premier degré pour déterminer le quatrième. Il est facile de voir 
que, si Ton considère le tableau des coefficients 

cTo ai ttf aj «4 
bo bx bt bi 64 

Oq Cl Cj Cj C4 

c/q ^1 di di c/4 

si Ton désigne par A/ le déterminant déduit de ce tableau en sup- 
primant la colonne d^indice i, et par Sa la somme des produits k 
à k des quatre X des points d^intersection de la courbe avec un 
plan, la relation en question peut s'écrire 

(l> Ao-4- ^iSi-4- AjSj-4-^,Ss-4- A4S4 = 0. 

2. Soit X le paramètre correspondant au point de contact d'un 
plan osculateur et V le paramètre correspondant au point où ce 
plan coupe la courbe, la relation précédente montre que X el X' 
sont liés par la relation 

(2) Ao-H3A,X«-f-3A,X-4-A,X»-HX'{A,-t-3A,X-+-3A,X«-4-A4X«)=o; 

on en déduit immédiatement que, si l'on se donne X', on a trois 
valeurs pour X. Autrement dit, d'un point de la courbe on peut 
mener trois plans osculateurs autres que celui qui a son point de 
contact au point correspondant à X'; ce dernier comptant pour 3, 
on voit que la courbe est ordinairement de la classe 3-4-3 = 6. Le 
nombre qui mesure la classe s'abaisse, si l'équation (2) donne 
pour X des racines indépendantes de X'. On peut reconnaître que 
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les points correspondant à ces valeurs de X sont des points dV/i- 
flexion linéaire, c'est-à-dire des points tels que la tangente y 
coupe la courbe en trois points confondus, de sorte que tout plan 
passant par cette tangente j a également trois points d'intersection 
confondus; la présence d'un de ces points abaisse la classe d'une 
unité («). 

Il peut arriver qu'un plan coupe la courbe en des points qui 
correspondent à une seule valeur de X; les Xdes points en question 
sont donnés par l'équation 

(3) Ao-4- 4AiX H- 6AjX«4- 4A,X»-4- AvX*= o; 

le plan est alors dit statiohnaire. Les plans stationnaires peuvent 
être, on le constate facilement sur des exemples, soit réels, soit 
imaginaires, soit les uns réels et les autres imaginaires. 

3. En comparant les équations (2) et (3), on voit facilement que 
la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation (2) ait 
une racine en \ indépendante de X' (racine que j'appellerai racine 
singulière)^ c'est-à-dire pour que le coefiicient de X' et le terme 
indépendant admettent un facteur commun, est que l'équation (3) 
possède une racine multiple. En examinant les divers cas qui 
peuvent se présenter on reconnaît que : 

1° Si l'équation (3) a une racine double, l'équation (2) a une 
racine singulière; la courbe correspondante est une quartique à 
sécantes triples ayant un point d'inflexion linéaire, qui correspond 
à la racine singulière. La courbe est de cinquième classe. 

2** Si l'équation (3) a deux racines doubles, Téquation (2) a 
deux racines singulières distinctes; la courbe correspondante est 
une quartique à sécantes triples ayant deux points d'inflexion 
linéaire qui correspondent aux racines singulières. La courbe est 
At quatrième classe. Elle a comme tangentes des droites faisant 
partie d'un complexe linéaire. Les courbes de celte nature sont les 
lignes asymptotiques des surfaces réglées du troisième ordre à 
directrices distinctes. 

3** Si l'équation (3) a une racine triple, l'équation (2) a une 

(' ) Voir, Bult. Soc, Math., t. IX, 1880-1881, un Mémoire de M. Gcnly. 
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racine singulière double; la courbe correspondante est une biqua- 
dratique ayant un point de rebroussemcnt donné par la racine 
singulière. La courbe est de quatrième classe. 

L'équation (3) ne peut pas avoir de racine quadruple, ou, autre- 
ment dit, le coefficient de V et le terme indépendant de Téqua- 
tion (2) ne peuvent avoir leurs coefficients proportionnels lorsque 
les polynômes en X qui donnent les expressions des coordonnées 
d\in point de la courbe considérée sont premiers entre eux dans 
leur ensemble. 

i. Considérons une quartique gauche unicursale de sixième 
classe. Si Ton fuit la perspective sur un plan quelconque en prenant 
comme point de vue un point M de la courbe, on obtient comme 
perspective une cubique plane unicursale. Les tangentes d^'nflexion 
de cette cubique sont lés traces sur le plan du tableau des plans 
osculateurs menés par M; comme on sait que les points d'inflexion 
de la cubique sont en ligne droite, on en déduit que les points de 
contact des plans osculateurs menés par un point M de la 
courbe sont dans un plan passant par M. Pour abréger, je dé- 
signerai ce plan par 0. 

A cliaque point M correspond un plan II. Si Ton forme Féqua- 
lion de ce plan, on reconnaît facilement que les coefficients de 
celle-ci sont du deuxième degré par rapport au paramètre X' du 
point M* On en déduit que le plan enveloppe un cane du second 
degréy par suite passe constamment par un point fixe que je dési- 
gnerai par u)^ Je crois inutile de montrer l'existence du cône en 
question au moyen des équations générales, et je vais, avant de 
traiter les questions relatives au plan II, montrer comment on peut 
simplifier les équations des courbes à étudier, par un choix con- 
venable du tétraèdre de référence et des transformations homo- 
graphiques simples. 

IL — Équatiokts eéduites^ 

5. Prenons pour faces du tétraèdre de référence deux plans 
osculateurs et deux plans qui passent chacun pa^r la corde qui 
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joint les deux points et par la tangente en l'un d'eux; si l'un des 
points correspond à la valeur zéro du paramètre X et l'autre à la 
valeur infinie, hypothèse qu'il est facile de réaliser, les équations 
seront 

X=o, T = o étant les plans osculateurs; on trouve facilement 
alors pour les coefficients des équations (i), (2) et (3) 

^Q=za'b'c'd\ \i = ab'c'd\ \i:=abc'd', 1^= abcd\ ^,,=z abcd. 

On peut distinguer les biquadratiques des quartiques à sécantes 
triples; il suffit de remarquer qu'une de ces dernières n'a jamais 
de point double, tandis qu'une biquadratique unicursale en a tou- 
jours un. Or, pour qu'il y ait un point double, il faut et il suffit 
que l'on puisse trouver un couple de valeurs de X et p., de façon 

que 

aX*-4-rt'X» hX^-^b'l^ cX^-^c'l dl ^ d' 

a [Ji* H- a' [jl" 6 fji* 4- 6' [!« c [i* -h c' [i dii-^d" 

ces équations débarrassées de la solution X = |jl donnent le système 

abXyi H- a6'(X -h [i) -\- a' b' = o, 
6cX|X-4- bc'(\ -4- |x)-4-6'c' =0, 
crfXfx-t- c€/'(X-v- ji)-+-c'cr =0; 

on en déduit immédiatement que la condition cherchée s'exprime 
par 



ab ab' a'b' 
bc bc' b'c' 
cd cd c'd' 



= o. 



6. Si l'on prend comme sommets du tétraèdre de référence 

situés sur la courbe les points de contact de deux plans station- 

naires on a 

a' = o, d =z o, 

et, comme a et d' doivent être alors différents de zéro pour que 
l'on ait une courbe gauche du quatrième ordre, on peut, par une 
transformation consistant à diviser X et T par a et d' respective- 
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ment, ramener les équations à la forme 



Pour voir quelle est la classe d'une courbe représentée par ces 
équations, on peut considérer, soit Téquation du plan osculateur 
qui est 

(36cX»-4-36c'X-4-ô'c')X — 2(4cX-+-3c')X«Y 

-h !i(36X H- 46')X»^ — (6cX«-h 36c'X •+- 36'c')X*= o, 

soit l'équation qui donne les points stationnaires; cette dernière a 

une racine infinie, une racine nulle et les deux autres sont données 

par 

2^cX»-+-36c'X -+-2^c' = o. 

Il serait facile de faire le tableau des cas qui peuvent se présenter. 
Pour obtenir des formes d^équations aussi simples que possible, je 
ferai remarquer que, si Ton écarte le cas des courbes de quatrième 
classe que j'ai déjà étudiées dans un autre Mémoire, on peut tou- 
jours supposer 6, i', c, (f différents de zéro. En effet, si 6 = o ou 
c'= o, Téquation qui donne les points de contact des plans station- 
naires a une racine triple infinie ou nulle; la courbe est une biqua- 
dratique de quatrième classe. 

Si c = o ou b'= o, l'équation qui donne les plans stationnaires a 
une racine double infinie ou nulle; on a alors une courbe de 
cinquième classe, si une seule des conditions est vérifiée, ou une 
quartique de quatrième classe à sécantes triples, si les deux condi- 
tions sont vérifiées simultanément. 

Dans le cas où la courbe est de cinquième classe, on a vu que 
celle-ci avait deux plans stationnaires ordinaires et un plan corres- 
pondant à une tangente d'inflexion; c'est celui-ci qui correspond 
à la racine double. Comme on peut toujours prendre pour sommets 
du tétraèdre de référence les points de contact des plans station- 
naires ordinaires, on peut toujours faire en sorte que l'équation 
qui donne ceux-ci n'ait pour racines infinie ou nulle que des 
racines simples. 

Si donc on suppose bb'c(/^ o on peut, par une transformation 
analogue à celle que j'ai employée au début de ce numéro, ramener 



— mag- 
ies équations à la forme 

X Y i 



^ et Y étant tous deux diflerenls de zéro. 

7. Si maintenant on remplace X par ^X, X par P' X, Y par ^' Y, 
Z par ^^Z et si Ton pose y=zh^y on obtient les équations 

X _ Y Z ^ T 

A* ~ X»-4-X« "" X»-hAX "" I ' 

et, d'après ce qui précède, toute courbe du quatrième ordre, de 
sixième ou de cinquième classe est transformée homographique 
d'une des courbes représentées par ces équations. L'équation qui 
donne les points de contact des plans stationnaires est alors 

«X'H- 3AX -4- 2/t = o; 

si A p^ o, l'équation ne peut avoir de racine double que si 

g/i — 16 = o; 

dans ce cas la courbe est de cinquième classe. 

La courbe est en général une quartique à sécantes triples; pour 
que ce soit une biquadratique, il faut et il suffit que h = 2, La 
courbe est alors sur les quadriques 

Y«— ZX- X = o, 
Zi— X — 4Y=o. 

Les valeurs de X qui correspondent au point double sont données 

par 

X*-f- 2X -r 2 = o. 

8. On peut maintenant faire l'énumération complète des types 
de courbes qui, au inojen de transformations homographiques, 
donnent toutes les courbes gauches unicursales du quatrième 
ordre : 

Biquadratique à rebroussement, 

Xs=XS Y = Xî, Z = X; 
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quarlique de quatrième classe à sécantes triples, 

quartique de cinquième classe à sécantes triples, 

X = XS Y = X»-4-X«, Z = X»-+--^X; 

/ 

biquadratique à point double ordinaire, 

X = XS Y = X»-+-X«, Z = X«-f-aX; 

quartique de sixième classe à sécantes triples, 

X=:XS Y = X»-+-X«, Z=X«-4.AX, 

h étant, dans ce dernier, différent de o, 2 et — • 

9 

On peut remarquer que les équations des quatre premiers types 
ne contiennent plus de constante arbitraire; on en conclut immé- 
diatement que toutes les courbes correspondant à Tun de ces types 
se déduisent homographiquement de Tune d'elles. 

On peut remarquer aussi que les équations 

X=XS Y = X«-hX«, Z = X«-v-AX 

donneraient une biquadratique à rebroussement pour A = o. De 
sorte que ces équations peuvent être considérées, à une transfor- 
mation homographique près, comme représentant toute courbe 
gauche unicursale du quatrième ordre, sauf les quartiques de 
Steiner de quatrième classe, qui se distinguent des autres courbes 
du quatrième ordre par ce fait que leurs tangentes appartiennent 
à un complexe linéaire. 

III. — Les plans stationwaires. 

9. Les X des points de contact des plans stationnaires étant 
donnés par Téquation 

Ao-+-4^i^-4-6A,X«-i-4A,X»-4-A4X*c=o, 
la condition pour que ces points soient dans un même plan s'ex- 
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prime par 

Si Ton prend les équations sous la forme réduite donnée au n^7, la 
condition précédente donne 

Donc les courbes dont les points de contact des plans station- 
naires sont dans un même plan sont transformées homographiques 
de 

X = XS Y = X«-i-X% Z = X«-+-|x. 

On peut constater que les points en question sont dans le plan 

Y + 3Z =0 

et que deux d'entre eux sont imaginaires. 

10. Dans le cas général, il existe une relation simple entre les 
tangentes à la courbe aux points stationnaires. Ces tangentes sont 
sur une même quadrique. 

En eflet Téquation générale des quadriques passant par les deux 
tangentes qui sont les arêtes du tétraèdre de référence est 

Z(AX4.BY)-*-(GX-+-DY) = o; 

si Ton forme Téquation qui donne les À des points d'intersection 
de la quadrique avec la courbe, on obtient 

AX«-+-(B-4-AA)X»-+-(B-i-BA-4-C)X*H-(BA-4-D)X«-+-DX«=o; 

or le premier membre de cette équation est le carré du polynôme 

!iX»-4-3AX«-4-!iAX, 

qui égalé à zéro donne les \ des plans stationnaires, si Ton a 

A = 4, B = 8A, C = A«, D = 4A». 

Donc la quadrique 

4XZ4-8AYZh-A«X-+-4A«Y=o, 

qui contient deux tangentes, est coupée par chacune des autres en 
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deux points confondus; de plus, les coefficients directeurs des Un- 
g;en tes en ces points étant 

ces droites sont parallèles au plan directeur 

X-+-2AY = o 

de laquadrique puisque la condition de parallélisme s'exprime par 

4X»H-6AX«-h4AX =o, 

équation vérifiée par les \ des points de contact. Donc les tan- 
gentes considérées ont trois points communs avec la quadrique. 

11. Cette quadrique se décompose en deux plans si A = 2, 
c'est-à-dire si la courbe est une biquadratique; ces deux plans 

X H- 4 Y = o, Z -4- 1 = o 

sont des plans bitangents contenant chacun un couple de tangentes 
aux points de contact des plans stalionnaires. 

Qaand la quadrique ne se décompose pas, les plans 

X4-4Y = o, 4ZH-/t»=o, 

qui sont tangents à cette surface aux sommets du tétraèdre de réfé- 
rence où la courbe a des plans stationnaires, sont encore des plans 
bitangents. Ces points étant deux quelconques des quatre points 
de contact des plans stationnaires, la propriété appartient à tous 
ces points. Donc les plans tangents à la quadrique des ian^ 
gentes aux points de contact des plans stationnaires sont des 
plans bitangents à la courbe, 

12. Les plans stationnaires forment un tétraèdre; la raison de 
ce fait est qu'un plan stationnaire comptant comme deux plans 
osculateurs confondus, si les plans stationnaires avaient un point 
commun de ce point, on pourrait mener huit plans osculateurs à 
la courbe, ce qui est impossible. C'est pour une raison analogue 
que les trois tangentes d'inOexion à une cubique plane à point 
double ne peuvent être concourantes. 

On peut donc prendre les plans stationnaires comme faces du 
tétraèdre de référence; les équations de la coiirbe peuvent alors 
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s'écrire 



et le plan oscillateur a pour équation 



X 

a 


Y 

b 


z 


T 


(X-^a)« 


(X + P)« 


(X + Y)' 


(Xh-ô)« 


a(X-+-a)« 


pa + P)» 


ï(P-f-ï)' 


8(X-h(î)« 


««(X-f-a)» 


p«(X^-P)« 


Y«(X-f-Y)* 


ô«(X-+-8)« 



= o. 



On voit que cette équation est bien du sixième degré en X, autre- 
ment dit, qu'une courbe ayant quatre plans stationnaires distincts 
est de sixième classe. Si Ton forme la condition pour que les 
quatre points de contact des plans stationnaires soient dans un 
même plan, on voit que les déterminants Aq, A|, A^, A3, A4 ont en 
facteur un déterminant de Vandermondc, et il reste 

Péquation du deuxième degré, qui donnerait une des quantités a, 
^, Y; S si les trois autres étaient données, a ses racines imaginaires, 
ce qui est d'accord avec le résultat signalé à la fin du n^ 9. 

IV. — Le plan n. 



13. J'ai déjà fait remarquer que, si d'un point M d'une courbe 
de sixième classe on mène les plans osculateurs à la courbe, les 
points de contact de ces plans sont dans un plan passant par M et 
que j'ai désigné par II. On peut se proposer de chercher si les points 
de contact des points osculateurs sont sur une même droite. 

Si la courbe est donnée par les équations 

X=XS Y = X»-+-X«, Z = A«-+.AX, 
la relation entre les X des points d'intersection avec un plan est 

Sa désignant la somme des produits Ar à A* des quatre X. Si trois 
des points sont en ligne droite et si l'on désigne par ^i, 72, 73 la 
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somme de ces a ou de leurs produits 2 à 2 ou 3 à 3, et par X' le 
quatrième \, la relation précédente s^écrit 

A((T, -h X')-h A((T,-4- (T,X')*4-((T,-+- <T,X') = O. 

Pour que les trois points soient en ligne droite il faut que cette 
équation ne donne pas pour X' une valeur déterminée, c'est-à-dire 
que Ton ait simultanément 

A^i-h /ia,-4- ^1= o, 

h -h /l »! -h fff = o. 

Or les X des points de contact des plans osculateurs menés da 
point X' sont donnés par Téquation 

Si l'on remplace dans les équations de conditions précédentes 9|, 
73, 7) par leurs expressions déduites de cette dernière équation, on 
obtient, après réductions simples, 

X'(3A«— 4/i)=o, 4A — 3A«=o. 

On en déduit immédiatement, puisque h ne peut être nul, que, 
pour que les points considérés soient en ligne droite, il faut et il 
suffit que 

ce qui est la condition pour que les points de contact des plans 
stationnaires soient dans un plan ; le point d'où l'on mène les plans 
osculateurs n'intervient pas dans la condition. Donc : 

1® Si les points de contact des plans osculateurs menés d'un 
point de la courbe sont en ligne droite, il en est toujours de 
même, quel que soit le point pris sur la courbe; 

2® La condition nécessaire et suffisante pour que ce fait se 
produise est que les points de contact des plans stationnaires 
soient dans un même plan, 

14. Pour obtenir l'équation du plan II, je vais écrire que les \ 
des points d'intersection de ce plan avec la courbe sont X' et les 
trois X correspondant aux plans osculateurs menés par X'. L'équa- 



lion (i*uD pliin étant 

AX-f-BY-f-CZ-+-D = o, 

il s^agît d^identiner Téquation 

AX*-f- B(X«-f- X»)-»- C(X» H- AX)-f- D = o, 

avec Inéquation 

(X — X')[X5-+- 3(X'-f- A)X«-+- 3/t(X'-f- i)X -f- AX'] = o. 

On voit immédiatement que Ton peut prendre 

A = i, B = 2X'-+-3A, C= — (3X'«-f-2X'), D= — AX'», 

de sorte que Téqualion du plan peut s'écrire 

(X-f-3AY)-+-2(Y-Z)X'-{3Z-HA)X'»=o; 

on en déduit facilement que le plan a pour enveloppe le cône 

(Y — Z)»-+-(Xh-3AY)(3Z-+-A)=o, 

dont le sommet est le point a> 

Pour que le point (o soit sur la courbe, il faut que A= -^; la 

courbe serait alors de cinquième classe ; d'un point M de la courbe 
on ne peut mener que deux plans osculateurs, le plan passant 
par M et par les points de contact passe par le point d'inflexion 
linéaire, qui est le point (o. 

15. Le cône enveloppe du plan U touche la courbe aux points 
de contact des plans stationnaires, car, si Ton remplace X, Y, Z 
par leurs expressions en fonction de X dans le premier membre de 
Téquationdu cône, on obtient, après simpliHcalions et réductions, 

X«(2X«4-3AX-+-2X)» = o. 

Or le premier membre de cette équation est le carré du premier 
membre de celle qui donne les points stationnaires. 

Il est l'aclle de reconnaître que, lorsque les points stationnaires 

XXXV. 16 
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sont dans un même plan, le point co est le pôle de ce plan par rap* 
port à la quadriqiie qui contient les (|uatre tangentes. Les plans 
qui touchent celte quadrique aux points stalionnaires ne sont 
autres que les plans II correspondant aux points slationnaii*es. 



V. - Cou 



RBES PARTICULIERES. 



16. Les courbes données par les équations 
X Y Z T 



cosO sin6 sinOcusO a cos*0 -+- fi siii*6' 

OU, si Ton pose tang - = X, 

X Y Z T 

i — h* "" aÀ(i-f-X«) "^ 2X(i — X«) "" a^^i — X«)*-H4PX«* 

sont des courbes unicursales du quatrième ordre. Les trois arêtes 
du tétraèdre de référence qui passerait par le point X=: Y = Z=:o 
sont des cordes de la courbe et le plan T = o est celui qui passe 
par les conjugués du point de concoui*s de ces cordes par rapport 
aux segments déterminés par la courbe. 

L'équation qui détermine les points de contact des plans sta- 
tion naires est 

(a — 2P)X*-i-6aX«-f-(a — 2P)=0. 

La discussion de cette équation montre qu'elle a ses racines 
distinctes, sauf dans les cas suivants, où elle a deux racines doubles : 

a = 2^, racine nulle et racine infinie; 

p = 2a, racines ±:i; 

a -h P = o, racines d: i. 

Dans ces cas, on a des quartiques de Steiner de quatrième classe. 
Dans les autres cas, on a des courbes de quatrième ordre et de 
sixième classe (*). 

(^) Les lignes de striclioD des hyperboloYdes à une nappe sont des transformées 
homographiques de courbes appartenant à la catégorie considérée. Ce sont des 
quartiques de Steiner; elles sont en général de sixième classe. Le cas où elles sont 
de quatrième classe correspond, comme me Ta fait remarquer M. Dlutcl, au cas 
des hyperboloïdes dont les plans cycliques sont rectangulaires. 
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17. On peut dislingucr facilement les cas dans lesquels 1rs 
courbes données par les é(|uations précédentes sont des biqiiadra- 
tiques. Pour une biquadratique il passe par chaque point de Fes- 
pace deux cordes proprement dites et la droite qui passe par le 
point double. Le point X == Y = Z = o étant sur chaque droite le 
conjugué du point situé dans leplanT = o, pour que la courbe ait 
un point double, il faut que ce point soit dans le plan T = o. 

On voit ainsi que Ton a des biquadratiques dans les cas suivants : 

i" a = o; la courbe est l'intersection des quadriques 

îè" P = o; la courbe est l'intersection des quadriques 

a»(X«— Z«)=T«, aX«=TX; 

3** a = P; la courbe est l'intersection des quadriques 

a»(X«-hY»)=T«, aXY = TZ. 

Dans tous les cas, la courbe est sur la quadrique 

a«X«-f- p« Y» — (a — ^)«Z«= T«. 

18. Si Ton rejette à Tinfini Tune des faces du tétraèdre de réfé- 
rence, les trois autres faces étant rectangulaires, on obtient une 
courbe qui admet pour axes de symétrie les trois axes de coor- 
données, sans avoir de centre de symétrie. On obtient les points 
symétriques d'un point correspondant à une valeur 6 de Tangle 
qui figure dans les premières équations en remplaçant par — 6, 

On a ainsi des courbes transformables de quatre façons dif- 
férentes, en courbes ayant pour axes de symétrie les trois 
arêtes d^un trièdre trirectangle, sans que le sommet de ce 
trièdre soit un centre. 

Il est facile de constater que le point (o considéré plus haut n'est 
autre, dans le cas actuel, que le point X = Y = Z=:o. 



— ^248 



SUR LA REPRÉSENTATION DES NOMBRES PAR LES CLASSES DE FORMES 
APPARTENANT A UN DÉTERMINANT DONNÉ; 

Par m. t. Lalesco. 



1. Dans Télude de la représenlatioQ des nombres par les classes 
de formes appartenant à un déterminant donné J), on peut se 
borner à considérer le groupe des classes primitives, c'est-à-dire 
des classes de formes 

(i) aar'H- a6j:^-+-c^î, 

les nombres a, b et c étant premiers dans leur ensemble. 

On sait que la véritable représentation d'un nombre m par une 
forme (i) est celle que l'on appelle la représentation propre de ce 
nombre, c'est-à-dire une représentation telle que 

où les nombres Ç et vj sont premiers entre eux, car les représenta- 
tions impropres reviennent toujours à des représentations propres 
irréductibles. 

Ceci rappelé, prenons deux nombres m eX n représentés propre- 
ment par deux classes quelconques que nous désignerons par K^ 
et K/|. La théorie de la composition des formes nous apprend 
alors que le produit mn pourra être représenté par la classe com- 
posée que nous désignerons par K/i^K/i ; mais cette représentation 
sera-t-elle propre ou non? 

Si les nombres m et n sont premiers entre eux, une identité 
fondamentale de la théorie de la composition des formes montre 
tout de suite que cette représentation résultante sera propre éga- 
lement; mais, si les nombres m et n ne sont pas premiers entre 
eux, cela n'est plus vrai, comme on Ta admis quelquefois. Je me 
propose de montrer ici qu'en général, dans ce cas, il y a plus de 
représentations résultantes impropres et j*établirai un critère per- 
mettant de distinguer les deux cas. 
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2. Soient 

m = «î'a*' . . . a*'^?'^5' . . . 6?/, 

les deux nombres considérés, supposés d'abord premiers à 2D. 
Faisons la remarque évidente que toute représentation propre 
d'un produit de deux facteurs premiers entre eux provient néces- 
sairement de la composition de deux représentations propres con- 
venables de ses facteurs; en ell'et, Tidentité fondamentale 

aa'X*-+- -26 XY -h c Y* = (aar* -H 2 6tx -f- a'cj* ) (a'ir'* -h 2 6ar'y -4- acy*), 

ou 

X = xa:' — cyy\ 

Y = ax y -\- a' xy' -^ '^byy\ 

nous montre que la représentation propre du nombre aa' parla 
forme (aa\ b^c) peut résulter de la composition des représenta- 
tions propres des nombres a et a' à l'aide des formes (a, 6, a^c) 
et (flr', 6, ac). 

Pour former donc toutes les représentations propres d'un 
nombre composé, il suffira de déterminer toutes les représenta- 
tions propres de ses facteurs premiers deux à deux et de com- 
poser ensuite ces représentations de toutes les manières possibles. 
Or, soit K> et Kï* les deux classes opposées qui, elles seules, 
représentent proprement le nombre premier X; la puissance X" ne 
sera représen table proprement que par les classes K^ et K^'S en 
représentant par K" la classe qui résulte de la composition de Kx, 
n fois de suite avec elle-même. Comme, d'après une remarque 
déjà faite, les représentations propres de deux nombres premiers 
entre eux donnent par composition une représentation qui est 
propre aussi, les expressions générales des classes dont chacune 
fournira une représentation propre distincte des nombres m et n 
seront respectivement 

Nous obtenons ainsi 2P'^^ représentations propres différentes du 
nombre m et 2^"*"* du nombre n. 



Considérons iiiainlcnanl le produit 

Ce nombre aura donc efTeclivement et seulement 2/^^+* repré- 
sentations propres par les classes du déterminant D. Or, on peut 
combiner une représentation propre du nombre m à une repré- 
sentation propre de /?, de 2/^^+^* façons difl'érentes. // y aura 
donc, en général, 2/^^+*(2*— 1) cas ou la représentation 
résultante du produit mn ne sera pas propre, quoique les 
représentations des nombres m et n le soient. 

Si donc /"> 1, c'est le nombre des cas d'exception qui sera le 
plus grand. D'autre part, il est évident que les représentations 
impropres seront données par les classes 

*^«, • • • ^„^ ^ f't '" ^0^ ' '^i , ' . • • "^r^ % 

et ceci nous permet d'énoncer le résultat suivant : 

La représentation résultante sera impropre toutes les fois 
que, dans les représentations propres des nombres m et /i, Vun 
au moins des facteurs communs de ces nombres sera représenté 
par des classes opposées, et seulement dans ce cas, 

3. Examinons maintenant les représentations des nombres qui 
ne sont pas premiers à 2D. 

D'après la remarque faite plus haut, cetle question revient à 
l'étude de la représentation du nombre 2 et des facteurs de D. 
Nous supposerons ici D sans diviseurs carrés; dans ces condi- 
tions, je dis qu'on a le théorème suivant : 

Un facteur d de D (D=: do) n*est représentable proprement 
que par la classe ambiguë 

Aucune puissance de ce nombre n^est re présentable propre- 
ment par les classes des formes du déterminant D. 

En cflet, si e/ est représcnlable proprement par une classe K^/t 
celle dusse conliendra la forme (</,/*,/) ou n^ — c// = D = rfS; 
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on déduit de là n=ikd et, par conséquent, 

ce qu! prouve que la classe K^ est bien une classe de formes 
ambiguës. 

Prenons maintenant le nombre rf*; on devrait avoir d'une façon 
analogue /i* — rf* / = rfS ; or, cette égalité est impossible si A: > i , 
puisque S est premier à d. 

Nous avons ainsi (remarquons-le en passant) une propriété 
caractéristique des formes ambiguës : ce sont les seules classes 
qui représentent proprement les facteurs de D. Cette propriété ne 
subsiste plus si D a des facteurs carrés: ainsi, par exemple, la 
formegx''^-\'6xy-\- i ly^ représente proprement 9(5:= 1,^=0); 
son déterminant est — 90 = — 3^. 10, et pourtant ce n'est pas 
une forme ambiguë. 

La limitation aux déterminants sans diviseurs carrés est donc 
utile pour simplilier les résultats, même dans la théorie de la 
représentation des nombres. Ce théorème s'applique aussi pour 
le facteur 2 si D est pair. 

Il nous reste donc à examiner le cas de la représentation de 2 
quand D est impair. Or, un théorème bien connu sur les con- 
gruences 

nous permet d'affirmer immédiatement que 2 est toujours repré- 
sentable proprement par la seule classe 

2x*-i-2xy -h liy* (i — 2A:=D); 

que 4 est toujours représentable par les deux classes opposées 

/ix*±ixy-hk'y* (i — 4A:'= D), 

si D est de la forme 4^ + i et seulement dans ce cas, et qu'enfin 
2*(A'>> 2) est représenté proprement par 4 classes, deux à deux 
opposées, si D = Sn + 1 et seulement dans ce cas. 

On voit maintenant avec facilité comment on devra modifier 
l'énoncé général trouvé précédemment pour ces divers cas. Ainsi, 
par exemple, nous aurons les propriétés suivantes : 

Si un /acteur de D figure à la fois dans m et n, la représen- 
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talion composée sera sûrement impropre; mais, si les nombres m 
et Al, tout en n étant pas premiers à D, ne sont pas divisibles par 
les mêmes facteurs de D, et si les autres conditions sont rem- 
plies, la représentation résultante sera propre. 

Dans révaluation des nombres p el qr, il ne faudra pas tenir 
compte des facteurs de D; enfin, 2 rentre dans la règle générale si 
D est pair. 



REMARQUES SUR LE MOUVEMENT D UNE FIGURE PLANE 

DANS SON PLAN ; 

Pau m. a. Pellkt. 



1. Le centre de courbure (a, p) de Tenveloppe des droites 

arcosç-H^sinç — y(o) = o 

est donné par les équations 

— a sin 9 H- p cos o — f = o^ a cos 'f H- 3 sin ç -^-f = o, 
d'où Ton déduit 

Ainsi, lorsque/* est de la forme acos(6o — c), a, bj c étant des 
constantes, un point de la courbe et son centre de courbure sont 
conjugués par rapporta un cercle, de rayon ai. C'est précisément 
le cas des épicycloïdes et le cercle n*est autre que le cercle de 
base. 

2. Nous pouvons définir le mouvement d'une figure plane dans 
son plan par les positions successives de deux de ses droites que 
nous choisirons rectangulaires l'une sur l'autre. Soient 

J = a? cos ç H- j' sin ç — p = o, Yj = — j: sin ç H- ^ cos ç — jt>i = o, 

les équations de ces droites par rapport à des axes fixés; el 

A$h-Bt, -4-G = o, 



■% 
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A, B, C ëlanldes consiaules, réquation d'une droite du plan mo- 
bile. Dans le mouvement du plan, cette droite enveloppe une 
courbe dont la normale a pour équation A.Çç 4- By^ = o. Elle passe 
par le point $^ = 0,^^ = 0, centre instantané de rotation 1. De 
même la développée /i'*"** a pour normale la droite 

Elle passe par un point l„,(n-^ O^^'^^'centre instantané de rotation, 
indépendant des coefficients A, H, C. 

Lorsque o varie, le lieu du point I dans le plan mobile est la 
roulette, dans le plan fixe la base; la droite II est normale pour 
une valeur de o à la base et à la roulette en leur point de contact, 
et en f;énéral la droite I;,In4.i à la courbe engendrée par le point I/,; 
enfin le second centre instantané I{ est situé sur la polaire du 
centre de courbure de la roulette par rapport au cercle de 
courbure de la base. 

Lorsque pour deux mouvements (, I|, I2, •••) I//-1 coïncident, 
les deux mouvements ont un contact d^ ordre /i, c'est-à-dire 
que les courbes décrites par un même point ont un contact 
d'ordre n et réciproquement. 

Soient I, Ij, I!j les trois premiers centres instantanés de rotation 
lorsqu'on fait rouler le cercle osculateur delà roulette sur le cercle 
osculateur de la base; \\ coïncide avec I| ; I^ est le pied de la per- 
pendiculaire abaissée par le point I2 sur la droite Il| {Journal de 
Mathématiques spéciales de M. de Longchamps, iSgS, p. 217 
et suivantes). 

3. Prenons pour axes de coordonnées la tangente, axe des x, et 
la normale à la base, axe des y^ au point de contact avec la rou- 
lette à un certain moment; soient 

les équations des cercles osculateurs de la roulette et de la base ; 
les coordonnées du second centre instantané de rotation (^i^^i) 
sont données par les équations 

^1 = 0, ji R — RiC^i H- R) = o. 

En faisant rouler le cercle x--^ y'^ — 2p^ = o sur le cercle 
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x^^y'^ — 2piy = o, on aura un mouvement ayant un conlacl du 
second ordre avec le premier, si la relation 

est satisfaite. Le cercle de rayon p passe par le point a, ^ si l'on a 

««-+- P«— tipP = o. 

Comme, dans le roulement du cercle p sur le cercle pi, le 
point a, p décrit une épicycloïde, le centre de courbure (ai, ^i) 
de la trajectoire se (roinre â Tintersection des droites 



ï =t =^' aa, + p?.-p,(P + p,) = o, 



d'où 



K = 



r.? 



Pour a = o, on a la relation 



pi(.r.-^P) = 7iP. 



ou 



I 






f 



I 

ÏÏ 



Les droites joignant les points a, ^ etai, ^i aux. centres des 
cercles R et R| ont pour équations 



X y I 
% p 1 



= o. 



X y I 



I 



« p 5^ 



o 1 



K 

I 



H 



1 



= o. 



Par soustraction, on obtient la droite 

d'où le théorème que M. G. Kœnîgs veut prendre pour fondement 
de la théorie {Bulletin des Sciences malhémaliques /]^nvievigo'^)^ 
afin d'éviter des précautions tenant à la question des signes. 

4. Soient C le cône lieu des axes instantanés de rotation d^un 
solide, mobile autour d^m point fixe O, dans l'espace; CJ le cône 
lieu de cet axe dans le solide; OM la génératrice de contact des 
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deux cônes, axe înslanlané à Tinslanl considéré. Menons par le 
point M un plan perpendiculaire à OM; ce plan coupe le cône C 
suivant une courbe B et le cône C suivant une courbe B'; en fai- 
sant rouler B' sur B on obtient pour le plan un mouvement ajant 
un contact du second ordre avec celui qui résulte du mouvement 
du solide à Finstant considéré; d^ailleurs les points se trouvant sur 
une même droite passant par le point fixe O décrivent des trajec* 
toires homothétiques. 



SUR LES TRAJECTOIRES 
AUXQUELLES DONNENT LIEU LES FORGES CENTRALES; 

Par m. Georges Rémoundos. 



1 . Un point mobile, sollicité par une force centrale, peut décrire 
une trajectoire ayant la propriété intéressante de s^approcher indé- 
finiment du centre des forces, qui est alors un point asymptote de 
la trajectoire; cV*st là une condition nécessaire pour que le point 
attiré tende à se choquer avec le point attirant. 

Si nous tenons compte de la formule 

nous voyons que le rayon de courbure p tend vers zéro, lorsque le 
rayon polaire r tend vers zéro, pourvu que tangu ne tende pas 
vers zéro avec r, w désignant Tangle formé par le rayon polaire et 
la tangente de la courbe; si, en effet, il en est ainsi, la formule 

dr r 



</0 tangcu 

montre que la dérivée ^ tend vers zéro avec le rayon r; il en 

résulte, en vertu de la formule (i), que le rayon de courbure p 
lend aussi vers zéro avec /*. Nous supposons, bien entendu, ici, que 
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la Irajeclolre ne passe pas par le pôle (centre de force), qui n*cst 
qirun point asymptote de la courbe. 

Dans ce travail, nous allons envisager d'abord ces trajectoires se 
rapprochant indéfiniment du centre d*attraction, avec t'hypolhèse 
que le rayon de courbure tende vers zéro avec r; ensuite, nous 
exposerons quelques résultats concernant le rayon de courbure 
des trajectoires auxquelles donnent lieu des forces centrales 
données comme fonctions de la distance du mobile au centre des 
forces. 

2. Nous nous posons le problème suivant : 

Quelles sont les lois de forces centrales qui peuvent donner 
lieu à des trajectoires du genre indiqué dans le paragraphe 
précédent? 

Ces trajectoires sont caractérisées par le fait que le centre de 
force est un point asymptote de ces courbes, le rayon de courbure p 
tendant vers zéro en même temps que le rayon polaire r. 

Pour irailer ce problème nous allons utiliser deux formules 
indiquées parles mathématiciens Resal (Comptes rendus, t. XC, 
p. 769) et Siacci {Comptes rendus, t. LXXXVIil), savoir : 

(2) F=-^— , F= — mK*-l-, 

m désignant la masse, K la constante des aires, r la vitesse, r le 
rayon polaire, p le rayon de courbure, p la distance du centre de 
la force à la tangente de la trajectoire et F l'intensité de la force; 
la deuxième formule n'est qu'une conséquence immédiate de la 
première et de la formule classique pv = K. 
La relation évidente (*) 

p = rsinti) 
nous permet d'écrire la formule (2) comme suit : 

(3) F=-mK« , ' > 

Nous allons nous borner au cas où la force F dépend de la seule 



(') Dans cette formule, Tanglc u est choisi inférieur à deux angles droits. 
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dislance du mobile au centre de force el nous remarquerons que 
la formule (3) nous permet de conclure que les lois de forces cen- 
trales, fonctions de la seule distance /* du mobile au centre, qui 
répondent au problème ci-dessus posé, sont de la forme suivante : 



F= '- (n>'3L), 

fil \ ^ /•} 



Texposant n étant plus grand que deux. 

Citons comme exemple la spirale logarithmique 

qui admet le pôle comme point asymptote et que décrit un mobile 
sollicité par une force centrale dont Texpression est 

F=— /n(i-4-ti»)K»-!-' 

m désignant la masse et K la constante des aires. Cette trajectoire 
correspond aux conditions initiales 



Oo = O, To = I , i^o = K V^l-f- [1*. 

Le rayon de courbure p tend, en effet, vers zéro, lorsque le 
point de la courbe s^approche indéfiniment du point asymptote, 
qui coïncide ici avec le centre de force. 

3. D^une façon générale, si la force centrale est donnée par la 
formule 

F=iL, 

a étant une constante, nous aurons, pour le ra^on de courbure 
d^une trajectoire quelconque, la formule suivante : 

. ri-* 

p = X-: » 

X désignant une constante et co Tangle défini au n** 2. Nous en 
déduisons Tinégalilé 

(4) P^|X|''^-% 

le symbole |X | désignant la valeur absolue de la constante X. 
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Celte intlgalilé nous cofidait à plusieurs corollaires : 

a. Si q>2j le rayon p de courbure tend vers l'infini 
lorsque r crott indéfiniment sur une branche infinie, s* il en 
existe. 

b. Si ^ <C 2, le rayon de courbure p tend vers V infini, 
lorsque la distance polaire r tend vers zéro sur une branche 
de la trajectoire s^ approchant indéfiniment du centre de la 
force, sUl existe une telle branche. 

En ce qui concerne la détermination de la constante X, elle se 
fait immédiatement par les formules du paragraphe précédent; 
nous avons 



et nous voyons qu^elle s'exprime au moyen de la masse du point 
mobile, de la constante des aires et du coeffîcient d^attraction a. 
Si nous supposons que, sur une trajectoire, la vitesse reste infé- 
rieure à une certaine limite 6, la formule 

pv = K 

nous permet d'établir aussi une limite supérieure du rayon de 
courbure de la trajectoire; nous avons en effet, d'une part, 



K f 6* 



et, d^autre part, 



d'où résulte 



P=- 






P< 






OU encore 



(5) 



P< 



inb^ 



r^^», p<L/'7^-«, L = 



aK 



Les inégalités (4) et (5) présentent un intérêt particulier pour 
les trajectoires ayant des points à Tinfini ou des branches s'appro- 
chant indéfiniment du centre d'attraction, puisqu'elles nous ren- 
seignent sur la manière dont le rayon de courbure o varie avec r 
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sur une branche allant à TinGni ou sur une branche s'approchent 
indéfiniment du centre d^altraction. 

L'existence de trajectoires ajant des branches non fermées est 
assurée dans les cas q y^i et y ^ — i par un célèbre théorème de 
Bertrand, d'après lequel les seules lois de force qui donnent lieu 
à des trajectoires fermées, quelles que soient les conditions ini- 
tiales, correspondent aux valeurs y = 2 et y = — i . 

Les inégalités 

fournissent, en général, des limites d'une précision remarqualile 
^pour la grandeur du rayon de courbure d'une trajectoire et, en 
particulier, pour l'ordre d'infinitude et l'ordre infinitésimal dans 
les cas où le rayon de courbure tend vers l'infini ou vers zéro 
sur des branches allant à l'infini ou s*approchant indéfiniment du 
centre de force. 



SUR L*ISOTHERMIE RELATIVE DES RÉSEAUX; 
Par m. L. Raffy. 

Les pages qui suivent ont pour principal objet d'étendre la 
notion de réseau isotherme, afin de faire rentrer dans une même 
théorie diverses classes de réseaux, notamment ceux qui caracté- 
risent soit les surfaces isothermiques, soit les surfaces dont les 
lignes de courbure ont leur représentation sphérique isotherme, 
et ceux que M. Bianchi appelle isothermes-conjugués. 

Je commence par définir l'isothermie relative de deux réseaux 
et, après avoir montré qu'à deux réseaux qui présentent cette 
propriété on en peut toujours associer un troisième, qui est dans 
la même relation avec chacun d'eux, je donne sous forme inva- 
riante les conditions qui assurent l'isothermie relative de deux 
réseaux. 

J'applique d'abord ces conditions aux surfaces à ligues de cour- 
bure isothermes, et je ramène l'un à l'autre les deux critères de 
S. Lie et de M. NVeingarten relatifs à ces surfaces. 
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Une seconde application concerne les surfaces à lignes de 
courbure isothermes-conjuguées, dont l'étude a été commencée 
par M. Ëisenhart [American Journal nf MatheniaticSj t. XXV, 
p. 21 3-248). Par le fait môme de son rattachement à une notion 
plus large, cette étude se trouve complétée sur divers points. Je 
calcule à nouveau, en la généralisant, Téquation aux dérivées par- 
tielles des surfaces de M. Ëisenhart et j'en déduis leurs caractéris- 
tiques (lignes de courbure et lignes asymptotiques). 

Après diverses indications concernant la compatibilité des deux 
conditions d'isothermie relative, je montre que toute famille de 
courbes dont l'équation est de la forme 

U(m) -h V(i') = const. 

appartient à un réseau isotherme relativement au réseau des lignes 
coordonnées (w = const., v =z const.) et je fais rentrer dans une 
même catégorie les surfaces isothermiques, celles dont les lignes de 
courbure ont leur représentation sphérique isotherme et celles dont 
les lignes de courbure forment un réseau isotherme-conjugué. 



I. — Définition et conditions pour l'isothermir 

RELATIVE des RÉSEAUX. 

1. Quand deux couples de variables, a et ^ d'une part, o et y^ 
d'autre part, donnent lieu à une identité telle que 

(I) ^«rf? = <'(9./J(^?*-^^X')» 

si les équations a = const., ^ = const. sont celles des deux 
familles de lignes de longueur nulle d'une surface, on dit que le 
réseau des courbes <p = const., y^ = const. est un réseau isotherme 
de la surface ('). 

En vue de généraliser cette notion, nous n'imposerons plus, au 



(') Si, aa lieu de ridentité (i), on posait 

ddd^ = VV(a, V) [U(a) rfa'H- \{v) dv'], 

le réseau u = const., i» = const. coïnciderait, comme il est bien connu, avec le 
réseau 9 = consL, / = consl. 
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moins en général, aux lignes a = const., ^ = const. la condition 
d'être des lignes minima, et nous énoncerons le fait analytique 
exprimé par l'identité (i) en disant que le réseau cp = const., 
y= const. est isotherme relativement au réseau a=:const., 
^ = const., ou, plus brièvement, que le réseau (^ , ^) est isotherme 
relativement au réseau (a, ^). 

D'après cette convention de langage, une surface est dite iso^ 
thermique quand le réseau de ses lignes de courbure est isotherme 
relativement au réseau formé par ses lignes de longueur nulle; la 
représentation sphérique (des lignes de courbure) d'une surface 
est dite isotherme quand le réseau de ses lignes de courbure est 
isotherme relativement au réseau qui correspond aux lignes 
minima de sa représentation sphérique; un réseau est dit iso- 
therme-conjugué, au sens de M. Bianchi, quand il est isotherme 
relativement au réseau formé par les lignes asympto tiques. 

2. Revenons à l'identité (i). Pour qu'elle ait lieu, il faut et il 
suffit que a et ^ soient deux fonctions ne dépendant, Tune que 
de y -+- /^, l'autre que de y — /y, de sorte qu'on a, inversement, 

<p -+- t'X = 2a,(a), (p — t'x = 2tPi(P). 
Ces équations entraînent 

Or, le réseau (ai, ^i) n'est pas distinct du réseau (a, ^); d'où 
cette conclusion : 

Théorème I. — Si un réseau (<î>,y ) ^^^ isotherme relativement à 
un réseau (a, P), le réseau (a, ^) est isotherme relativement au 
réseau («, y), et réciproquement. En d'autres termes, pour 
qu*un réseau soit isotherme relativement à un autre, il faut et 
il suffit que cet autre soit isotherme relativement au premier. 

Comme application, cherchons la condition d'isothermie des 
lignes de courbure d'une surface (S) rapportée à ses lignes 
minima. Soit 

son élément linéaire et soit \ l'une des coordonnées isotropes, 
XXXV. 17 
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X 4- ^y» par exemple, d'un point variable sur cette surface; les 
lignes de courbure sont déterminées (O. Bonnet) par l'équation 

Soient (f = const., ^ = const. leurs équations finies; on a 

Pour exprimer que la surface (S) est isothermique, écrivons que 
le réseau (a, ^) est isotherme relativement an réseau (^ , y) : nous 
trouvons immédiatement 

t'a 



(a)da VX»; Bo(p)dp \XV' 



ce qui est la condition connue. 

Comme autre application, considérons une surface rapporlre 
aux coordonnées tangenlielles isotropes d'Ossian Bonnet, qui 
sont les paramètres (a, ^) des lignes minima de sa représentation 
sphérique, et cherchons la condition pour que Télément linéaire 

de la sphère de Gauss acquière la forme ^(d^^-^ ^X*)' ^"^"^ ^" 
prend pour variables les paramètres (^ , y) des lignes de courbure. 
Le plan tangent à la surface a pour équation 

(a— p)x — «(a— P)^-+-(ap — i)z-4-Ç = 0, 

et, si l'on pose 

l'équation différentielle des lignes de courbure est 

de sorte qu'on a 

Id^d'/i^ — râT^ — t d^^. 

Au lieu d'écrire que le réseau (©, '^) est isotherme relativement 
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au réseau (a, ^), écrivons que celui-ci est isotherme reialivement 
au premier; nous trouvons immédîcilement 



c'est la condition pour que la représentation sphénque (des lignes 
de courbure) de la surface soit isotherme. Elle entraîne l'équation 
aux dérivées partielles du quatrième ordre 

l«S 7 = 0, 



daàp "^ t 

qui lui est équivalente, et dont les caractéristiques sont déGnies 
par la relation 

Ainsi, l'équation aux dérivées partielles des sur/aces pour 
lesquelles la représentation sphérique des lignes de courbure 
est isotherme admet comme caractéristiques les lignes de cour- 
bure et les lignes qui correspondent aux lignes minima de la 
représentation sphérique. 

3. L'isothermie relative de deux réseaux peut se reconnaître à 
un caractère, théorique comme le précédent, et que voici : 

Théorème IL — Pour que deux réseaux soient isothermes 
Vun relativement à l'autre, il faut et il suffit : i** que les 
tangentes aux courbes de l'un d'eux forment en tout point un 
faisceau harmonique avec les tangentes aux courbes de l'autre; 
•2" qu'ils soient isothermes l'un et l'autre relativement à un 
troisième réseau. 

1" Soient (a, P) et (©, y ) les deux réseaux. On a, par hypo- 
thèse. 

Or, si Ton rapporte le second membre au type général 

^ = A rf<p»-t- iBdo df -+- C ûf/*, 

on aura 

A = G = 4^, B = o. 
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De même, si l'on compare le produit 2 dtf dy^ au tjpe général 

.f 1 = Al ûf<p«-+- 2B1 d9 dx ■+- Cl dx^, 

on aura 

Ai=Ci = o, Bi = i. 

De là résulte iramédiatement 

AC, — 2BB,-+-CA, = o, 

ce qui exprime que les tangentes au\ courbes du réseau ^= o ou 
(a, P) forment en tout point un faisceau harmonique avec les 
tangentes aux courbes du réseau ^1 = ou (ç, ^). Nous dirons 
avec M. Darboux ( Théorie des sur/aces, t. IV, p. 65) que les ré- 
seaux § et §^ se divisent harmoniquement, 

2° Une extension facile d'un théorème dû à M. Tissot conduit à 
cet énoncé : Étant données deux/ormes quadratiques binaires 
de différentielles, il existe des variables telles que les deux 
/ormes, exprimées au moyen de ces variables, ne contiennent 
pas de terme rectangle. Si les deux formes ^ et ^i ne sont pas 
proportionnelles, ce système de variables est unique et il est 
fourni par les intégrales de Téquation 



(2) 



A d<^-hB dx Al £/<p -h Bj dx 
Bd^-+-Cdy B,rftp-hCirfx 



= 0, 



qu'on obtient en égalant à zéro le covariant jacobien des deux 
formes. Dans le problème qui nous occupe, les deux réseaux étant 
distincts, les formes ef et ^1 ne peuvent pas être proportionnelles. 
Appliquons cette règle au cas présent. L'équation diflTérentielle 
du réseau qu'elle fait correspondre aux deux réseaux (a, ^) et 

(?' X) «^^ 

;f 5 == rf^ï — d^^ = o. 

Posons 

d^ -h dy = 1 duy rfçp — dy = 2 dç. 

Nous déduisons de là 

ce qui prouve que le réseau ^2= o on (Uj v) est isotherme relati- 
vement aux deux réseaux (a, jS) et (y, y^), et que ces deux réseaux 
sont isothermes relativement à lui. 
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Réciproquement, supposons qu'il existe un réseau (</, r) tel 
que, quand on rapporte la surface à ce réseau, les deux formes 
dad^ et d'f dy^ deviennent respectivement 

dadp=z2^(du^-^di^i), d^ di=:'k[U{u)du^'^\(v)dv^], 

Si, de plus, les deux réseaux (a, P) et (îp, yj) se divisent harmo- 
niquement, on devra, d'après la condition rappelée plus haut, 
avoir U = V, de sorte qu'il viendra 

d^ dyi^=z ^ (du^ — ûfp'). 
Dès lors ridentité 

id{u-+-iif) d(u — iv) = [d{u -4- p)]*-»- [^(m — «')]' 

prouve que le réseau (m 4- «^, w — v)j c'est-à-dire le réseau (ç, y)^ 
est isotherme relativement au réseau (a -+- «V, u — iV) ou (a, P). 
La proposition est donc complètement démontrée. Le réseau 
(ujç)j isotherme relativement aux deux réseaux proposés, n'est 
autre que celui qui est déGni par l'extension du théorème de 
M. Tissot. Son équation, que nous avons dans le cas général mise 
sous la forme (2), peut au§si s'écrire 



dV — ^? ^X ^?* 
ABC 

A| B| Ct 



= o. 



Elle exprime simplement que ce réseau divise harmoniquement 
les deux réseaux proposés. 

4. Remarques et exemples, — Faisons, pour un instant^ 
abstraction de Fhypothèse concernant Tisothermie relative des 
réseaux et considérons, sur une surface, deux réseaux (R|) et(R2), 
définis respectivement par l'évanouissement de deux formes qua- 
dratiques de différentielles 

§1 = Al rfçp* -H 2 Cl rfîp rf^ "•" ^« ^X* = ^» 
j^, = Aj ûfçp» -+- 2 Ct fl?9 c/x "^ ^î ^X* = ^• 

En égalant à zéro le covariant jacobien ^3 de ces deux formes, 
on définit un troisième réseau (Rs), qui divise harmoniquement 
et le réseau (R|) et le réseau (R2). Si donc ces deux réseaux se di- 
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visent harmoniquenient, quel que soii celui des trois réseaux (Ri), 
(R2), (R-s) que Ton considère, il divise harmoniquement chacuu 
des deux autres : la condition est nécessaire et sufGsante. 

Qu3rd elle est réalisée, les trois réseaux présentent une liaison 
mutuelle remarquable, que nous rappellerons en disant qn*ils 
forment une triade. Voici divers exemples de triades : 1° tout 
réseau orthogonal tracé sur une surface, son réseau bissecteur 
et le réseau des lignes minima; en particulier, les lignes de cour- 
bure d'une surface, leurs courbes bissectrices et les lignes minima; 
1^ les lignes de courbure d*une surface, ses lignes asymptotiques 
et ses lignes diagonales (lignes tangentes aux diamètres con- 
jugués égaux de l'indicatrice); 3° les réseaux considérés par 
M. Darboux dans sa théorie des douze surfaces {loc* cit.). 

A l'hypothèse qui définit la //'lae/e ajoutons l'isothermie relative 
de deux des réseaux; d'après le théorème qui précède, le troisième 
réseau sera isotherme relativement aux deux premiers. En consé- 
quence, pour exprimer l'isothermie relative de deux réseaux, on 
pourra introduire le réseau qui complète la triade dont ils font 
partie et exprimer que ce réseau est isotherme relativement à 
l'un des premiers. Il j aura donc tr«is manières équivalentes 
d'énoncer la propriété d'une surface sur laquelle deux réseaux 
déterminés sont isothermes l'un relativement à l'autre. Ainsi^ les 
surfaces isothermiques étant définies par l'isothermie relative 
de leurs lignes de courbure et de leurs lignes minima, on a ces 
théorèmes, dont les réciproques sont vraies : Sur toute surface 
isothermique, le réseau bissecteur des lignes de courbure est 
isotherme relativement au réseau des lignes minima; il est 
isotherme relativement au réseau des lignes de courbure. De 
même, les surfaces à lignes de courbure isothermes-conjuguées 
étant définies par l'isothermie relative de leurs asjmptotiques et 
de leurs lignes de courbure, en considérant le réseau des lignes 
diagonales, on trouve ces deux propriétés caractéristiques : Sur 
toute surface à lignes de courbure isothermes-conjuguées, le 
réseau des lignes diagonales est isotherme /relativement aux 
lignes as rmpto tiques; il est isotherme relativement aux lignes 
de courbure. 

Il résulte immédiatement de là que les surfaces minima ont, 
comme l'a démontré M. Eisenhart, leurs lignes île courbure iso- 
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Uiermes-conjuguées. En eflet, les lignes asymptotiques des sur- 
faces minima, étant rectangulaires, coïncident avec le réseau 
bissecteur des lignes de courbure; Pisothermie relative des lignes 
de courbure et de leur réseau bissecteur, que les surfaces minima 
présentent parce qu'elles sont isothermiques, revient donc à Piso- 
thermie relative des lignes de courbure et des lignes asympto- 
tiques, propriété qui définit les surfaces à lignes de courbure 
isothermes-conjuguées, 

5. Nous allons maintenant donner, sous forme invariante, les 
conditions qui assurent risotherniie relative de deux réseaux 
déterminés. A cet effet, nous introduirons une notion qui paraît 
de nature à intervenir dans bien d'autres recherches, la notion des 
éléments inv^ariants. Soient 

(I) 0== Ae/ii«-h2BrfMûfp-+-Gfl^p« = o 

l'équation d'un premier réseau et 

(II) l du^-himdudç -¥- ndt^^sso 

celle d'un second réseau, isotherme relativement au premier. Cette 
dernière équation peut être remplacée par les deux suivantes : 

(II') /i ûfii -+- /i| fl^p = o, It du -i- n* dv = Of 

dont les premiers membres ne sont déterminés chacun qu'à un 
facteur arbitraire près. Aces premiers membres nous substituerons 
des expressions différentielles que nous appellerons les éléments 
ini^ariants de la forme (II) om du réseau {W) relativementà 
la /orme (I) ou au réseau (I) et qui seront indépendantes non 
seulement des facteurs arbitraires dont il vient d'être question, 
mais aussi des coordonnées curvilignes auxquelles on rapporte la 
surface. Ces éléments invariants, auxquels nous attribuons^ les 
expressions suivantes 

1/777; 5-= 1 — r II du -h /i| dif 
/G/î— 2B/|/l|-hA/l{-5— --r-, 
«1 /It — /If tl 

sont homogènes et du degré zéro séparément par rapport à /|,ni 
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et par rapport à l^, /Iq. Ds se réduisent respectivement, quand la 
forme (I) est l'élément linéaire delà surface, aux ^/e/ne/i/^rf* arc (*) 
des courbes du réseau (II). Pour établir dans tous les cas leur in- 
variance, posons 

( 3 ) Il du -h ni dv == tûi da, l^ du + /it ^(^ = (Oj d^ 

et désignons par Aa, A^ les paramètres diflférentiels de a et de ^ 
calculés par rapport à la forme quadratique (I); soit enfin 0(a, ^) 

le déterminant fonctionnel de a et ^, divisé par ^AC — B^. Les 
expressions considérées sont respectivement identiques à ces 
deux-ci 

où ne figurent que des symboles invariants. 

Cela étant, nous pouvons prendre pour courbes coordonnées 
les courbes du réseau (II) et faire, en conséquence, /,= /ia=i, 
/2=/ti = o. Les éléments invariants (El) se réduisent respecti- 
vement à y/Ârfa, ^Qdv ('). 

Pour que le réseau (I) soit isotherme relativement au réseau (II), 
il faut et il suffit, par définition même, que ê ne contienne pas de 
terme en du dv et que les coefficients de du^ et de dv^ soient pro- 
portionnels à deux fonctions, dont Tune ne dépende que de u et 
Pautre que de v. C'est ce qu'expriment les deux relations 

(4) B=o, 

(5) V/Â _ v/C 



U(a) V(i^) 

La condition (4) exprime simplement que les deux réseaux (I) 
et (II) se divisent harmoniquement. 



(*) Les éléments d'eux ont été considérés par M. von Lilibnthal {Grundla- 
gen einer Kriimmungslehre der Kurvenscharen, Leipzig, 1896; p. 17) et lui ont 
fourni, entre autres, un résultat que nous rapporterons un peu plus loin. 

(') L*équation Xdu^^Cdv^=o définit le réseau qui divise harmoniquement 
le réseau (I) et le* réseau (u, v). D'où cette propriété générale : En égalant 
entre eux les carrés des éléments invariants d'un réseau relativement à un 
autre, on obtient l'équation différentielle du réseau qui les divise harmoni- 
quement tous les deux. 
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Diaprés la condition (5), les éléments invariants s'écrivent 

v/Â rftt = Ç U(m) rftt, /C rfp == C V(p) rfp, 

c'est-à-dire qu'tV^ admettent un /acteur intégrant commun. 

Réciproquement, si les deux expressions yHdu et ^JOdv ad- 
mettent un facteur intégrant commun, la première ne dépendant 
que de u et la seconde que de p, on a les relations précédentes, 
qui entraînent la condition (5). 

En conséquence nous arrivons à cette conclusion : 

Théorème 111. — Pour que deux réseaux soient isothermes 
l'un relativement à Vautre, il faut et il suffit que ces deux 
réseaux se divisent harmoniquement et que les éléments inva- 
riants de l'un, calculés relativement à Vautre, admettent un 
/acteur intégrant commun. 

Nous allons faire maintenant diverses applications de ce théo- 
rème. II va sans dire que l'on peut, dans les applications, multiplier 
chaque élément invariant par tel facteur constant que l'on veut et 
multiplier simultanément ces deux éléments par n'importe quel 
facteur constant ou variable, par exemple négliger le dénominateur 
commun /|/is — n^l^' 



U. — RéSE4UX ISOTHERMES ET CRITÈRES DIVERS POUR l'iSOTHERMIE 

DES LIGNES DE COURBURE. 

6. Un réseau isotherme d'une surface est un réseau orthogonal, 
isotherme relativement au réseau des lignes de longueur nulle de 
la surface. En raison de leur orthogonalité, les tangentes aux 
courbes du réseau considéré forment un faisceau harmonique avec 
les tangentes aux lignes minima. Nous avons donc simplement à 
exprimer que les éléments invariants du réseau relativement à 
l'élément linéaire admettent un /acteur intégrant commun; 
en d'autres termes, /?OMr qu'un réseau soit isotherme, il/aut et 
il suffit que les éléments d^arc des deux /amilles de courbes 
dont il est composé admettent un /acteur intégrant commun. 
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C'est la forme même donnée par M. von Lilienthal [loc. cit.) au 
crîlère que Sophus Lie (*) a formulé ainsi : 

Pour que les courbes intégrales d'une équation 

Il du -h fil dç = o 

fassent partie d'un réseau isotherme sur une sur/ace d'élément 
linéaire 

il faut et il suffit que l'expression /| du -f- ni dif et le premier 

membre 

E/i, — F/, , F/i,— G/i . 

— ~ du H — .1 dv 

/EG - F* /EG - F* 

de l'équation différentielle des trajectoires orthogonales de 
ces courbes admettent un facteur intégrant commun. 

Désignons, en effet, ce premier membre par l^ du + /i2 dv et 
comparons les éléments invariants (El) 

/p7i ^pi ~ , r,^^ l\du-\-nxdç 

^ G/î-.F/,n.^En}^'/"^^'f 
avec les expressions correspondantes de Sophus Lie 

l\ du + /tf dçy /] du -H /t] dv. 

Pour prouver qu'ils leur sont proportionnels, nous n'avons qu'à 
vérifier l'identité 

G/| — aF/,/i,-+-E/i}=G/}— aF/|n,-*-En}. 

Or cette vérification est immédiate, eu égard aux significations de 
/s et /is. 

7. C'est, au fond, le critère tiré des éléments invariants que 
M. Darboux {Théorie des surfaces, t. Il, p. 248-249) a employé 
pour former l'équation aux dérivées partielles des surfaces isother- 

(*) Vorletungen iiber Differentialgleichungen mit bekcumten infinitesimalen 
TramformcUionen, Leipzig, 1891; p. i6a. 



^ 
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iniques. La surface étant rapportée aux lignes minima (oc = const.« 
^= const.) de sa représentation sphérique (voir ci-dessus, n*' 2), 
si Ton pose 

Z = r » 

«JJ -+- 1 

l'élément linéaire a pour expression 

ds* =:[r dct -hiz -h s ) dp][(z -h s) doL -^ td^], 

et le réseau des lignes de courbure a pour équations 

dz /r rfa -h /? ûfp = o. 

Formons ses éléments invariants relativement à l'élément linéaire, 
d'après les expressions générales (El); nous aurons ici 

De là résulte 

C/J — 2B/,n,-h Anî= /rï(« -h J -t-y/rï)*, 

C /{ — 2 B /j 71, -h A n{ = — /^(« -h j — /rî)', 

/i /if — /Il /{ = a y/rf . 

Par suite, les éléments invariants sont, à des facteurs numériques 
près, 

/ /—w/rdoL-^ J't d^ I /— -N Jrdi — yfï rfB 
(^ -h JH- /rO ' J7=? ^' (^ -H 5 — //-O ^^ 47=-^^ ^• 

\jrt yn 

Or M. Darboux considère les deux expressions 

y/rdi-^^td^ y/rrfa— y/ïûfp 

visiblement proportionnelles aux deux précédentes et il écrit 
qu'elles admettent un facteur intégrant commun, ce qui conduit 
à l'équation du quatrième ordre que nous formerons un peu plus 
loin {voir ci-après, n** 9). 

8. Comparaison a{>ec le critère de M. Weingarten. — Voici, 
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aux notations près, comment M. Bianchi expose (*) le critère de 
M. Weingarten : 

L'élément linéaire d'une surface et sa seconde forme qua- 
dratique fondamentale étant respectivement 

on introduit trois fonctions X, jx, v, définies par le système 

j Ev — îFjJi -hGX = o, 
^^^ I Lv— aM(x-*-NX = o, 

(7) 

(^-Ï = B.vH-(B-C.),.-CX, 

oà A, Al, B, B|, G, Ci sont les symboles de Christoffel formés 
avec E, F, G. L'existence des fonctions X, [x, v est la condition 
nécessaire et suffisante pour que la surface soit isothermique. 
Pour vérifier les équations finies (6), on pose 

X = p(EM — PL), 2{JL =— p(GL — EN), v « p(FN - GM). 

Substituant dans les équations aux dérivées partielles, on obtient 
deux relations qui déterminent les deux dérivées de logp ; on écrit 
la condition d'existence de cette fonction auxiliaire : c'est la con- 
dition cherchée. 

Tout revient donc ici à écrire qu'une certaine expression diffé- 
rentielle est une difTérentielle exacte. Pour appliquer le critère tiré 
des éléments invariants, on doit écrire que deux expressions diffé- 
rentielles admettent un facteur intégrant commun. Ges deux opé- 
rations ne sont pas, au fond, distinctes Tune de l'autre : en effet, 
pour vérifier si deux expressions différentielles admettent un 
facteur intégrant commun, on en forme une troisième et l'on écrit 
que cette expression différentielle est une différentielle exacte. 

Pour ramener les deux procédés l'un à l'autre, rapportons la 
surface à ses lignes de courbure (i£ = coiist., (^^const.); nous 
aurons F = M = o et, par suite, X = v = o. Les équations (7) se 

(^) Lezioni di Geometria differenziale, t. Il, p. 3o. 



^ 
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réduisent à 



du 



(7)' { . ^ - 

âïosuL • _ à , , /G 

-^ = C.-B=-Iog^^, 

el la condition d'isothermie des lignes de courbure exprime sim- 
plement que Texpression 



^=à'o«\/i''«-i'<'^i/i'''' 



est une diflTérentielle exacte. 

Or les éléments invariants (qui sont ici les éléments d'arc) du 
réseau des lignes de courbure ont pour expressions respectives 

yEduel yGdv, L'existence d'un facteur intégrant commun re- 
vient à la condition pour que l'expression 

et = — f^ — ilu H ^-î— dv 

ou ôv 

soit une différentielle exacte. Mais l'identité 

rfIog/EG = ^'-l-2rf' 

montre que d' et d* sont en même temps des différentielles exactes. 

Remarque* — Les fonctions X, jx, v étant proportionnelles aux 
coefficients de la forme invariante aux lignes de courbure 

rf EM-FL^, GL — EN, . FN — GM., /„ /— — \ 

S = du^ rr dudv-{ Y\ ^^ \^ =v/EG — F«), 

il paraît préférable d'introduire cette forme elle-même, en posant 

W 

P= H' 

de manière à avoir 

Alors la nouvelle fonction auxiliaire W a une signification inva- 
riante, facile à trouver. Reportons-nous, en effet, aux équa- 
tions (7)'. L'existence de la fonction [x entraîne ^la condition 
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nécessaire et suffisante 

D*autre part, les rayons de courbure principaux étant représentés 
par R| et Ra, la l'orme invariante ^ se réduit ici à 

la fonction auxiliaire W est donc liée à [x par la relation 

Mais, la condition (8) étant vérifiée, on peut supposer les para- 
mètres des lignes de courbure choisis de Façon que l'on ait E = G. 
Alors, en vertu des équations (7/, la fonction ^l se réduit à une 
constante. En conséquence, la /onction W, dont la condition 
d'existence exprime r isothermie des lignes de courbure, est, à 
un /acteur constant près, ^inverse de 






c'est-à-dire de la courbure moyenne de l'une des transformées 
par normales parallèles de la surface considérée (transforma- 
tion de Bour-Christoflel ; voir Annales de V Ecole Normale supé- 
rieure, igoS, p. 419)* 

Ajoutons que, d'après l'identité 

où \k est maintenant une constante, W^ est un produit de deux 
différentielles. Ainsi, quand une sur/ace est isothermique, pour 
changer sa /orme invariante aux lignes de courbure ^ en un 
produit de deux différentielles, il suffit de diviser cette /orme 
par la courbure moyenne de l'une des tr ans/or mées par nor- 
males parallèles. Ceci s'accorde bien avec la proposition de 
Sophus Lie, aux termes de laquelle les lignes de courbure de toute 
surface isothermique peuvent être déterminées par des quadratures 
de différentielles exactes. 

On peut mettre le résultat précédent sous une forme un peu 
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diflférente et dire : A toute surface isothermique correspond une 
fonction w telle que l* élément linéaire, multiplié par w, devient 
un produit de deux différentielles et que la forme invariante 
aux lignes de courbure devient aussi un produit de deux diffé- 
rentielles lorsqu^on la multiplie par w et qu^on la divise par la 
différence des courbures principales. En effet, si l'on désigne 
par 2 F la différence des courbures principales, on a, d'après ce qui 
vient d'être rappelé, 

Ainsi la forme ^ est égale an produit de 2 F et des éléments inva- 
riants yËdu, yGdv du réseau des lignes de courbure. Soit yto le 
facteur intégrant commun à ces deux éléments : nous aurons 

d'où résulte immédiatement 

^ iV dV^-hd\* 

.i=—d{]dy, ds^=-Edu^-hGdi^^= > 

ce qui démontre la proposition. 



III. — Les surfaces a lignes de courbure isothermes-conjuguées 

ET leurs caractéristiques. 

9. Pour exprimer la propriété qui définit ces surfaces, il faut 
écrire que le réseau de leurs lignes de courbure et celui de leurs 
lignes asymptotiques sont isothermes l'un relativement à l'autre. 
Les tangentes aux courbes de ces deux réseaux formant en chaque 
point un faisceau harmonique, nous n'avons à tenir compte que 
de la condition relative aux éléments invariants. Employons encore 
les coordonnées tangentielles isotropes de Bonnet {voir ci-dessus, 
n^' 2 et 7). L'équation des lignes asymptotiques est 

Ada^-^iBdoLd^-{-Cd^^= rdaL^-h2(z-¥- s) did^-\-t rfp« = o, 

ce qui permet de prendre 

A = r, B = ^ -h *, C = /. 
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Pour les lignes de courbure, nous aurons, comme au n^ 7, 

li = /r, n, = /i", /, = — /r, n, = v/7. 
De là résulte 

C /? — aB /| /Il -h An} = 2^t{/ri — -8 — 5), 
/i /ij — /Il /] = 2 /rï. 

En conséquence, les éléments invariants du réseau des lignes de 
courbure relativement aux asymptotiques sont, à des facteurs nu- 
mériques près. 

Il suffira donc d'écrire qu'il existe un facteur intégrant commun 
aux deux expressions 

ce qui donne 



dOL 

(E) 



^log:-/nlfl/iA,og±±I±V^') 



m-r^[i/-r TTîIog— ti LL' 1 = 0. 



^(i/ïà"^^i 



s -h yjrt 

L'hypothèse m = o conduit à l'équation 

qui caractérise (n® 2) les surfaces dont les lignes de courbure ont 
leur représentation sphérique isotherme. 

En faisant m=^i, on retrouve l'équation de M. Darboux relative 

aux surfaces isothermiques. Pour m = -> on obtient l'équation de 

M. Eisenhart (loc. cit,, p. 226) relative aux surfaces à lignes de 
courbure isothermes-conjuguées. 

Ces deux dernières équations ne différant que par les coeffi- 
cients de leur premier terme, les surfaces qui les vérifient à la fois 
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satisfont visiblement à Téquation (9); il suit de là que la repré^ 
sentation sphérique de leurs lignes de courbure est isotherme. 
Réciproquement, toute surface qui véri6e à la fois Téquation (9), 
ainsi que Tune des équations de M. Darboux et de M. Eisenhart, 
satisfait aussi à l'autre. En conséquence, si le réseau des lignes 
de courbure d'une sur/ace est isotherme relativement à deux 
des trois réseaux formés par ses a^ymptotiques, ses lignes 
minima et les lignes minima de sa représentation sphérique, il 
est isotherme relativement à tous les trois. On peut encore dire : 
Toute surface qui possède deux des propriétés suivantes, lignes 
de courbure isothermes^ représentation sphérique des lignes de 
courbure isotherme, lignes de courbure isothermes-conjuguées, 
possède aussi la troisième. Tel est le cas des surfaces de révolu- 
tion, des quadriques et, plus généralement, de toutes les surfaces 
isotherraiques à représentation sphérique isotherme. 

Nous allons maintenant chercher les caractéristiques de l'équa- 
tion générale (E). 

Le groupe des ternies contenant les dérivées du quatrième 
ordre est, abstraction faite du diviseur commun (s -f- 5)^ — r/, 



m{z 






rt 

de sorte que les caractéristiques sont définies par Téquation 

H- [(z -^ *)î-H (2m — i)rt](rda* — td^^) doL d^ = o, 
qu'on peut écrire 

Si l'on fait m =0, on trouve 

Donc les caractéristiques des surfaces dont les lignes de cour- 
bure ont leur représentation sphérique isotherme sont les lignes 
de courbure et les lignes qui correspondent aux lignes minima 
de la représentation sphérique. 

Pour m = 1, il vient 

(r da^— t dp^)[r doL-h (z -^ s) d^][(z -^ s) da -^ t dp] = o, 
XXXV. 18 
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ce qui vérifie un théorème que j'ai déjà démontré autrement : les 
caractéristiques de Inéquation des sur/aces isothermiques sont 
les lignes de courbure et les lignes minima (voir Annales de 
V École Normale supérieure, 1906). 

Pour 2 m = I , en écartant l'hypothèse ^ -f- 5 = o, qui correspond 
aux surfaces minima signalées plus haut, on a 

(r rfa«— / rf?*)[r fifa»-+- a(z -\- s) di d^ -^ t fifp«] = o. 

Ainsi les caractéristiques de l'équation des surfaces à lignes 
de courbure isothermes-conjuguées sont les lignes de courbure 
et tes lignes asymptotiques. Cette proposition devra intervenir 
dans la théorie des surfaces dont il s'agit, de la même façon que 
la proposition ci-dessus intervient dans la recherche des surfaces 
isothermiques dépendant de fonctions arbitraires. 

Ces deux théorèmes ne pouvaient d'ailleurs être prévus d'après 
les seules définitions des surfaces qu'ils concernent, car nous 
savons (n^ i) que ces surfaces sont également définies par l'iso- 
ihermie relative de trois couples de réseaux, tandis qu'un seul de 
ces couples de réseaux est formé de leurs caractéristiques. 



IV. — Compatibilité des conditions d'isothermie 

ET questions diverses. 

10. Dans les deuxcasquenous venons d'étudier, l'une des con- 
ditions pour l'isolhermie relative des deux réseaux considérés, 
celle du faisceau harmonique, était vérifiée d'elle-même. Il n'est 
resté que la condition concernant les éléments invariants : ces 
éléments étant exprimés au moyen d'une fonction inconnue \ et 
de ses dérivées des deux premiers ordres, on a obtenu dans les 
deux cas une équation du quatrième ordre. 

Si l'on veut exprimer qu'une surface présente l'isothermie rela- 
tive de deux réseaux déterminés, on aura généralement deux 
conditions distinctes. Supposons que les équations difl'érentielles 
des deux réseaux dépendent d'une fonction inconnue \ et de ses 
dérivées partielles jusqu'à l'ordre n inclusivement. La condition 
du faisceau harmonique s'exprime par une équation d'ordre n\ la 
condition relative aux éléments invariants donnera une équation 
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qui sera généralement de Tordre n -f- 2 et ces deux équations aux 
dérivées partielles pourront n^admettre que des solutions fort par- 
ticulières, ou même être incompatibles. C'est ce dont on s'assure- 
rait en traitant des exemples convenablement choisis. 

Pour définir des classes très étendues de surfaces présentant 
risothermie relative de deux réseaux, on pourra se donner les 
deux familles de Tun des réseaux et seulement Vune des familles 
de Tautre. Si les équations diflTéreutielles de ces trois familles 
dépendent d'une fonction inconnue \ et de ses dérivées partielles 
jusqu'à l'ordre n inclusivement, celle de la quatrième famille, qui 
sera fournie par la condition du faisceau harmonique, dépendra 
des mêmes dérivées et la condition relative aux éléments invariants 
fournira une équation de l'ordre n -f- 2 en général. 

On peut aussi, dans ce cas, répéter le raisonnement bien connu 
qui conduit à la condition nécessaire et suffisante pour que les 
courbes ^=:const. constituent, avec leurs trajectoires orthogonales 
^=:const., un réseau isotherme (au sens classi<|ne du mot) sur 
une surface donnée. La condition d'orthogonalité A((p,'y^)=o 
exprime simplement que les courbes ©:=const., y=const. qui se 
croisent en chaque point de la surface forment un faisceau harmo- 
nique avec ses lignes minima. Elle n'implique aucunement et la 
suite de la démonstration n'implique pas davantage que la forme 
quadratique de difl'érentielles dont les coellGcients figurent dans 
les paramètres Acp, A^, A(^, y), ^^^ ^oit un élément linéaire. En 
consé<|uence, pour que les courbes o=zco\\^i. fassent partie d^ un 
réseau isotherme relativement au réseau défini par l'équation 

? = A dU^ -h 2 B ûf a ûfp -f- C dv^ = o, 

il faut et ilsujjît que le quotient des deux paramètres Aqç et A^ , 
calculés par rapport à «f, soit une fonction de ç. On arrive 
ainsi aux conclusions qui viennent d^étre énoncées. 

tl. Il y a plus. La règle précédente l'ait connaître l'équation dont 
dépend la recherche de tous tes réseaux isothermes relativement 
au réseau défini par l'équation J=o. En outre, les sjmboles 
qu'elle fait intervenir étant essentiellement invariants, nous pou- 
vons réduire la forme S à son terme rectangle, en supposant 
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A = C = o. Il vient alors si'mplemenl 






Cette équation exprime, comme on sait, que f est une fonction 
de la somme U(a)-|- V(ç'), où U etV sont des fonctions arbi- 
traires de leurs arguments respectifs. Ainsi ^équation 

U(a)-4- V(p)= const. 

définit sur une surface quelconque une famille de courbes qui 
fait partie d^un réseau isotherme relativement au réseau des 
courbes coordonnées u = const., v = const. Cette remarque géné- 
rale s'applique en particulier à diverses classes de surfaces dont 
les courbures principales sont fonctions Tune de Tautre : le réseau 
(fi, ç) étant composé des lignes de courbure, les rayons principaux 
sont fonctions de U(a)-f- V(i^) pour les hélicoïdes, pour les sur- 
faces isothermiques (voir \a thèse de M. Caronnet, Paris, 1894), 
pour celles dont la représentation sphérique est isotherme, pour 
celles dont les lignes de courbure sont isothermes-conjuguées 
(Eisenhart), pour celles qui présentent une famille de lignes de 
courbure planes (Dini, Dobriner) ou sphériques et, sans doute, 
pour d'autres encore. 

12. Proposons-nous, en terminant, la question inverse de celle 
qui fait l'objet du théorème III : 

Étant données deux expressions différentielles 

qui sont supposées admettre un facteur intégrant commun, 
trouver le réseau isotherme relativement au réseau (R) défini 
par Inéquation 

{lidu-h nidi>){ If du-^ ntdv) = o. 

Les deux inconnues du problème sont les rapports des coeffi- 
cients A, B, C de l'équation 

^ = A du^-^ ihdudv-^Cdv^ — o, 
qui définit le réseau cherché. Pour déterminer ces rapports, nous 
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allons écrire que les deux expressions données sonl proportion- 
nelles aux éléments invariants (El) du réseau (R) relativement au 
réseau ^ == o ; il vient ainsi 

C/}— 2B/,/i|-i- An}=:XMJ, 

\ étant une indéterminée. De plus^ les réseaux (R) et (^) devant 
se diviser harmoniquement, nous avons 

C/j/t — B(/i/it-+- /i|/t)-h A.n|/ij = o. 

Ainsi se trouve constitué un système de trois équations du pre- 
mier degré à trois inconnues dont le déterminant (/|/2t — ^1^2)' 
est différent de zéro. 11 fait connaître A, B, C en fonctions des 
données et du coefficient \ auquel on peut attribuer telle ex- 
pression qu'on veut. 

En appliquant la règle précédente aux deux expressions diffé- 
rentielles 

considérées ci-dessus (n** 9), on trouve sans peine l'équation 

H- 2 \/ri[{z -h 5 -t- v/ïï)""-+-(z -h s-^y/riy"] da d^ = o, 

pour définir le réseau isotherme relativement au réseau des lignes 
de courbure 

Si l'on rapporte la surface à ses lignes de courbure du dv = o, 
on voit facilement qu'il faut remplacer les expressions précédentes 
par ces deux-ci : 



(10) 



R}-'" ' R' 



-in 



dont les numérateurs sont les éléments d'arc ds^ et ds^ des lignes 
de courbure; dans chaque dénominateur figure le rayon de la sec- 
tion principale tangente à la ligne de courbure considérée. 

Supposons que ces deux expressions, visiblement invariantes, 
admettent un facteur intégrant commun et cherchons le réseau 
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dont celle hjrpolhèse enlraîne risolhermie relalivement aux lignes 
de courbure du dv = o. Par Tapplicalion des formules ci-dessus, 
OQ Irouve immédialement 

d'où résulle l'équalion du réseau cherché 

Pour m = o, on a les lignes miniraa de la représenlation sphé- 
rique; pour m= i, celles de la surface elle-même; pour 2m = i 
ses lignes asjmptoliques. Ainsi les surfaces donl les lignes de 
courbure onl leur représenta lion sphérique isotherme, les surfaces 
isolhermiques el les surfaces à lignes de courbure isothermes- 
conjuguées renlrenl dans la catégorie plus générale des surfaces 
dont les lignes de courbure forment un réseau isotherme relative- 
menl au réseau défini par l'équation ^=0, où m est une constante 
arbitraire. On peut donc définir ces Irois classes de surfaces par la 
condition que les deux expressions (10) admettent un facteur inlé- 
granl commun, pour les trois valeurs correspondantes de m. 

FIN DU TOMK XXXV. 



ERRATA. 



Page 184, ligne 4* ^u lieu de a, lire ap 
Même page, ligne lo, au lieu de a^, lire 9^. 
Page 188, ligne 3, au lieu de af^^^Q^^ lire a^^v'^o^,. 
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